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L Abschnitt. 


Lineare Oleichungen. 


§ 1. Lineare Oleiehungen mit einer TJnbekaunten. 

Die Losung einer Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten 
verlangt nichts anderes als eine Division. Denn sind a und I zwei gegebene 
Zahlen und soli ei^e Zabl x gefunden werden, so daB 

ax + I 0 


ist, so heiBt das, es soli x mit a multipliziert gleich — I seinoder es soli x 
gleicb — I dividiert durch a sein. Wenn die Werte a und I nicht absolut 
genau, sondern nur bis zu einem gewissen Grade der Genauigkeit bekannt 
sind, wie es bei beobachteten Werten meistens der Fall ist, so kannnatiir- 
lich aucli X nur mit einem gewissen Grade der Genauigkeit gefunden werden. 

1 

Wenn z, B. der Wert von I um seines Betrages groBer oder kleiner 

I 

sein konnte, walirend a absolut genau bekannt ist, so wiirde auch x 
1 

um seines Betrages groBer oder kleiner sein konnen. Wenn anderer- 
100 


seits I absolut genau bekannt wm’e, walirend a um ~ seines Betrages 


groBer sein konnte, so wiirde x = 

I 

sein konnen, denn ;; — 


“ + 99 “ 


99 

I 1 

■“ um TTTT seines Betrages kleiner 
a 100 

99 / / 1 / 

j— wenn a um 

100 a a 100 a’ 


1 I 1 

seines Betrages kleiner sein wiirde, so wiirde rr = — ~ um groBer 

Rnngre, Praxis der Gleicluangen. 


1 
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sein konnen, denn 


100 a a 100 a 


Indom wir den 


11 .11 
Unterschied zwischen ~ und —7-' nnd ebenso den zwisohon und -rp-r 
99 100 101 100 

vernachlSssigen, konnen wir demnach rund sagen, dafi x sich um 
1 Prozent vergroBert oder verkleineri, wenn a sich um 1 Prozent verkleinori 
Oder vergroBert. 

Wenn I und a beide nicht genau bekannt sind, so konnen die Fehler 
in der Annahme von I und a sich aufheben, sie konnen sich aber auch 

I ... 

verstarken. Denkt man sich I um ^ groBer und gleichzeitig a um 

I 

kleiner, so tritt an Stelle von — der Ausdruck 

a 


L ^ 

a * 99 


A L 

^ ‘ r/ ’ 


Oder wenn I um 


I a 

kleiner und a um ^ groBer angenommen wird, 

Ji V J. y c/ 


I 99 

'aim 


2 I 

1^7 


Vernachlassigen wir wieder den Unterschied zwischen — und 


sowio 


2 2 

zwischen 77:7- und 77:77, so konnen wir rund sagen, x wird um 2 Prozent 

101 100 

fehlerhaft sein konnen, wenn bei I und a Fehler von 1 Prozent moglich sind, 
Etwas allgemeiner stellt sich dieselbeBebrachtung durch die folgondo 
Gleichung dar: 

Z (1 + a) Z a I I 

a (1 + /5) a "^1 + + /? «■ 

a I I 

Wenn a und S sehr klein sind, so ist . , g — sehr nahe gleicli a • — 
^ 1 + i3 a ® fit 

B 1 I 

und 777^ ~ sehr nahe gleioh /S — und man kann daher sagen, daC bei 
Anderung von I um den positiven Oder negativen Bruohteil a seines Be- 
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trages und gleichzeitiger Anderung von a um den positiven Oder negativen 

I 

Bruchteil jS seines Betrages die Anderung von — den Bruchteil a — ^ 
seines Betrages ausmacht. 

Wenn es sich um beobachtete GroBen handelt, so ist in sehr vielen 
Fallen die relative Genauigkeit, mit der I und a bekannt sind, gering und 
es wtirde ein unnotiger Arbeitsaufwand sein, die Division mit einer erheb- 
lich groBeren relativen Genauigkeit auszufiihren. 

Beispiel: Ein Zimmer soil 50 qm Inhalt haben, wobei es auf 1 Prozent 
d. h. I qm nicht ankommt. Die Breite soil 6.3 m sein, wobei es auch auf 

1 Prozent, d. h. 6.3 cm nicht ankommt. Wie groB muB die Lange des 
Zimmers sein? 

Die Division braucht hdchstens bis zur dritben Stelle ausgefuhrt 
zu werden. 

6.3 1 50. I 7.94 
441 
59' 

567 

(Es ist 7.94 gesohrieben, weil die Differenz zwisohen 6.3 x 4 und 23 ge- 
ringer ist als die Differenz zwischen 6.3 x 3 und 23.) Eine genauere Aus- 
fiihrung der Division hat gar keinen Zweck, weil, wenn Zahler und Nenner 
um 1 Prozent andere Werte haben konnen, so kann der Quotient sich um 

2 Prozent, d. i. um 0.16 m andern. Es wiirde im allgemeinen auch wohl 
das Resultat 7,9 vollig ausreichen. 

Der Rechenschieber *) in der handlichen GroBe, wie er gewohnlich 
ausgefuhrt wird, erlaubt die Ausfuhrung der Division etwa auf J Prozent, 
was in sehr vielen Fallen vollig ausreicht. Eine vierstellige Logarithmen- 
tafel laBt sich bequem auf eine Quartseite drucken, so daB kein Blattern 
zur Auffindung der Logarithmen oder der Numeri notig ist. Der Fehler 
des Logarithmus von Zahler und Nenner betragt hochstens eine halbe 
Einheit der vierten Dezimale, der des Quotienten daher hochstens eine 
Einheit der vierten Stelle. Dem entspricht ein Fehler im Numerus von 
etwas weniger als J Promille, Selbst wenn die GroBen a und I also 
bis auf etwa ihres Betrages bekannt waren, wtirde es allenfalls 
noch ausreichen, den Quotienten mit vierstelligen Logarithmen aus- 
zurechnen. 

Nur ist zu bemerken, daB man gern so genau rechnet, daB die bei 


*) Der Gebrauch des Rechensehiebers muB am Instrument selbst gelemt werden. 
Daher ist hier auf eine Beschreibung verzichtet. 
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der Reohnung vernachlassigte Abweichung erheblich kleiner ist als die 
durch die Unsicberlieit der Daten verursachte Unsicberheit des Rcsultats. 

Unter den gemaebten Annabmen wiirde die bei der Rechnung ver- 
nacblassigte Abweiebung gleich dicser Unsicberbeit sein. 


§ 2. lineajre Gleiehungen mit zwei Unhekannten. 

Gleicbungen ersten Grades mit zwei Unbekaiuiten lassen sicb auf 
Gleiehungen ersten Grades mit einer XJnbekannten zuriickfubren. Es 
seien % 4 gegebene GrSBen und es sollen die XJnbekannten 

X und y so bestimmt warden, daS gleicbzeitig 

a^x + biy + li = 0 
a^x + b^y + lz = 0, 

■ ^2 

SO kann das in der Weise gesebeben, daB man die erste Gleicbung mit ~ 

multipliziert und von der zweiten Glied fiir Glied abziebti 

a^x + b^y + I 2 =0 

as a: H biy + —li = 0 

«! 

Es entsteht so eine neue Gleichung ersten Grades, die die UnbeJkannfce 
X nicht mehr enthalt, aus der man also y durch Division fmdet. Setzt 
man diesen Wert von y in eine der beiden zuerst gegebenen Gleiehungen 
ein, so ergibt sich eine Gleichung ersten Grades fiir x allein. Setzt man 
den Wert von y in die andere Gleichung ein, so muB sich derselhc Wert 
von X ergeben, was eine Kontrolle der Rechnung ermdglicht. 

Ist die Genauigkeit des Rechenschiehers ausreichend, so laBt sich 
die Berechnung der Unhekannten sehr bequem bewerkstelligen. Stcllt 
man namlich auf dem Rechenschieber die beiden GroBen und die 
eine auf der festen, die andere auf der beweglichen Skala einander gegen-- 
liber, so sind alle einander gegeniiberstehenden Zahlen in dem Verh^ltnis 

: a^. Den GroBen und werden also die GroBen ^ und ^ li 

gegeniiberstehen, die man auf diese Weise durch eine einzige Stellung des 
Schiebers ermittelt. Hat man alsdann durch Gegeniiberstellung von 

L — ^L und — den Wert von y gegeniiber der 1 der einen 
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Skala abgelesen, so kann man sofort mit der gleichen Stellung des Schiebers 
die Werte von y und y ablesen, die in die gegebenen Gleichungen 
eingesetzt, die beiden Gleichungen fiir (c lieiern, die auf denselben Wert 
von X fuliren miissen. 

Beispiel; 3.1 cr + 4.2 2 ^ — 3.5 = 0 

1.2 a: — 3.5 y 4- 2.2 = 0. 

Um alles iiberflussige Schreibcn zu vernisideii, setzt man nur die 

Koefflzienten selbst bin und lafit bei der durcb Multiplikation mit — 

erhaltenen Gleichung das Glied mit x ganz weg, das ja doch bei der Sub- 
traktion wegfallt: 


3.1 +4.2 —3.5 

1.2 —3.5 +2.2 
+ 1.63 —1.36 

— 5.13+3.56 2/ = +0.692 

— 3.5 
+ 2.91 

3.1 — 0.59 a: = + 1.90 (aus der ersten Gleichung). 

+ 2.2 

— 2.43 

1.2 — 0.23 a: = + 1.92 (aus der zwei ten Gleichung) 

Mit vierstelligen Logarithmen wurde man ctwa so rechnen.^ ZunSchst 
■wiirde man die Logarithmen der Koeifizienten der ersten Gleichung hin- 
schroiben : 

0.4914 0.6232 0.5441„, 

dazu den Logarithmus des Koefflzienten von x in der zweiten Gleichung 
0.0792. Nun ist, um mit — zu multiplizieren, die Diflerenz 0.4914 
0.0792 = 0.4122 von den Logarithmen von und abzuziehn: 

0.2110 0.1319„. 

Dazu die Numeri 

1.626 —1.355. 


Diese sind von und Zg abzuziehen 

— 5.126 + 3.555. 

Die Rechnung kann nach dem folgenden Schema ausgefuhrt werden. 
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0.4914 0.6232 0.5441„ 

0.0792 0.4122 0.4122 

0.4122 0.2110 0.1319„ 

1.626 —1.355 

— 3.5 “1“ 2.2 

— 5.126 + 3.555 

Aus den letzten beiden Zahlen ergibt sich y: 

log 3.555 = 0.5508 
log 5.126 = 0.7098 

log y = 9.8410 y = 0.6934 

Mit dem gefundenen Werte wird dann auf doppelte Weise x gef unden: 

log bi : 0.6232 log : 0.5441, i 

log y : 9.8410 log y ; 9.8410 

0.4642 0.3851„ 


&i!/= 2.912 

lj = _3.5 
— 0.588 


b^y = — 2.427 
= + 2.2 
— 0.227 


9.7694 
log % = 0.4914 
9.2780 

a: = 0.1897 


9.3560 
log Ui — 0.0792 
9.2768 

*=0.1891 


Man beachte, da6 die Ungenauigkeiten, die duroh die bei der Recb- 
nung vernachlfissigten Stellen entstehen, erheblich groBer werdon kSnnen 
als die Genauigkeit einer einzelnen Multiplikation oder Division. So ist 
z. B. bei der mit dem Reohenschieber ausgefuhrten Reohnung das Produkt 
b^y = — 2.43 auf J Prozent genau, aber bei der Summe Iz-^-b^y = — 0.23 
wird der Fehler relativ viel grofier, woraus sich die Abweichung zwischen 
den beiden Werten von x erklSrt. Es kann in solchen Fallen notwendig 
warden, die Reohnung mit mehr Stellen durchzufuhren, als fvir das Resultat 
erforderlich sind. Man erkennt das erst im Verlaufe der Reohnung und 
muB daher unter UmstSnden dieselbe Reohnung wiederholen. 

Von der duroh die Abkiirzung der Reohnung eingefuhrten Unsicher- 
heit ist wohl zu trermen die Unsioherheit, die duroh die Ungenauigkeit 
der Koeffizienten entsteht. Wenn z. B. 1^ = 2.2 nur auf eine Einheit der 

^2 

ersten Dezimale sioher ist, so ist Ij Zi = 3.56 auch nur auf eine Einheit 

der ersten Dezimale sioher, also auf etwa 3 Prozent. Und der Wert von y 
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wird auch nur auf 3 Prozent sicher, d. h. auf etwa 0.02. Und wenn nun x 
wieder mit Hilfe dieses fiir y gefundenen Wertes berechnet wird, so wird 
bx y um 3 Prozent unsicher, d. i. um etwa 0.09, mithin — b^y urn etwa 
15 Prozent und daher x auch um 15 Prozent. Man konnte die Unsioherheit 
von X auch unmittelbar finden, indem man aus den beiden gegebenen 
Gleichungen nicht erst y berechnet, sondern unmittelbar eine Gleichung 


fiir X ableitet, indem man z. B. die erste Gleichung mit ^ multipliziert 
von der zweiten abzieht. Man erhalt auf diese Weise die Gleichung fiir x: 


)« + (/, 


h 

h 


Oi — 3.78, ■ 


— 0.72 


1.2 + 2.2 
2.58 — 2.92 
- 3.78 — 0.'^ 


a; = 0.191. 

Ein Fehler von I 2 um 0.1 ergibt auch einen Fehler von 4 ■ 


^2 


um 0.1, d. i. um 14 Pi'ozent, also auch einen Fehler von x um 14 Prozent, 
also um 0.027. 

Von den verschiedenen Mdglichkeiten, wie man die Werte von x und y 

linden kann, wird man unter Umstfinden gewisse bevorzugen. 

So kann man z. B. um y zu berechnen, sowohl die erste Gleichung 

< 1 % .... 

mit — multipliziert von der zweiten abziehen, wie auch die zweite mit 

«i 

dx 

— multipliziert von der ersten abziehen. Im ersten Falle erhalten wir 

Oa 

fiir y die Gleichung: 


im zweiten Fall: 




Isfc ™ klein, so wird man in der Regel die erste Art vorziehen. 
Denn es werden dann, au 6 er wenn bx und lx groB gegen 62 und sind, die 
Produkte —Ji und — nur kleine Bruchteile von &2 I 2 sein, Man 

Oi 

braucht also die Produkte und nur auf sebr wenig Stellen 

ax ^ 
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auszurechnen, walirend dennocli die relative Genauigkoit von ^^2 

und ^^ 2 — groG ist. 

Z. B. 55 a; + 3.3 ?/ — 5 =0 

X — 4.3 j/ + 3.7 = 0 

55 3.3 —5 

1 —4.3 +3.7 

0.060 —0.091 

— 4.360 + 3.791 2 / = = 0.8695. 



Wollte man dagegen die zweite Art der Rechnung anwendcn, so 
miiGten die Produkte — und — Z, auf 4 Stellen aiisgcliilirt werdcn, 

flj <12 

um fur y die gleiche Genauigkeit zu erhalton. 


1 —4.3 +3.7 

55 +3.3 —5 

— 236.5 + 203.5 
239.8 —208.5 


y = 


2085 

2398 


0.8695. 


Fiir die orste Art der Rechnung wurde die Genauigkeit des Rechon- 
scliiebers vollkommen ausroichen, um Zaliler und Nenner von ij zu fmden, 
fiir die zweite dagegen nicht. 

Will man ferner mit dem gcfundencii Wcrte von y den Wert von x 
berochnen, so ist es vorteilhafter, sich der crston Gloichung zu bodieuen, 
in der Ui groG ist gegen a^, vorausgesetzl, daG nicht etwa zugleioh groG 
ist gegen b^. 

Denn wenn bei Beiiutzung dor orstcn Glcichung b^^y mit einom 
Fehler behaftet ist, so wird or bei der Berechnung von x durch ai dividiert, 
wShrend bei Benutzung der zweiten Glcichung der Fehler von y durch 
das kleinere dividiert wird. In dem obigen Bcispiel crgibt sich mit 
dem Rechenschieber aus der ersten Glcichung 

2 13 

2 / = 0.87, 3.3 2 / = 2.87, a: = -^ = 0.0388.- 

Bei Benutzung der zweiten Gleichung dagegen gibt der Rcchoii- 
schieber 4.3 y = 3.74, x = 0.04. Im ersten Falle kann man also mit dem 
Rechenschieber den Wert von x auf etwa | Prozent genau fmden, im 
zweiten Falle dagegen weitaus nicht so genau. 

Im zweiten Falle genugt cs nicht, den Wert von y nur auf etwa 
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1 Prozent zu kennen, um den Wert von x etwa mit derselben relativen 
Oenauigkeit zu berechnen. 

Die Grdfienunterschiede der Koeffizienten und konnen so groC 


sein, daC —b^ und gegen bi und 4 iiberhaupt nicht in Betracht 

kommen. Dann hatte man fur y einfach die Gleicbung b^y + 1^ = 0 zu 
setzen, mit anderen Worten, man kdnnte das Glied x in der zweiten 


hi , hi 

.Gleicbung vernaohlassigen. 1st zugleich ^ so klein, daB gegen 

nicht in Betracht kommt, so ergibt sich Ui a: + = 0, d. h. es kann in 

der ersten Gleicbung das Glied mit y vernachlassigt werden. 


Z. B. 123 a: — y + 53 = 0 

0.5 X + 201 y — 47 = 0. 


Die Werte x = 


53 

123' 


— 0.43 und 


y — -4^ = 0.23 sind Nfthe- 
^ 201 


rungen der Losungen. Man kann diese Naherungen benutzen, um ge- 
nauere Werte zu finden. Indem man den Naherungswert von y in die 

52.77 , . ^ , 

erste Gleicbung einsetzt, ergibt siob x = und indem man den 


Naherungswert von x in die zweite Gleicbung einsetzt, ergibt sich 
y = (vergl. Absobnitt III § 12). 

Es kann vor kommen, daC in den gegebenen Gleichungen ct^ und Uj 
keine wesentlichen Grofienunterschiede zeigen, daC aber auf leicbte Wcisc 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eine dritte abgeleitet werden kann, 
in der der Koefflzient von x sehr klein gegen oder ist und die dann 
mit einer der beiden gegebenen Gleichungen bequem zur Bereohnui^ 
verwendet werden kann. Ist z. B. cti nahezu gleioh so kann man die 
Differenz der beiden Gleichungen bilden. 


Z. B. 123 a; — 51 jr + 37 = 0 

122 X + 43 y — 22 = 0 

X — 94 ?/ + 59 = 0 

123 —51 37 

1 —94 59 

— 0.4 “1“ 0.3 

— 93.6 58.7 ' 2/ = 0.627. 

Zugleich gibt die Summe der beiden Gleichungen 
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2i5x — 8y 
8y 


X = 


+ 15 = 0 

— 5.016 = 0 
9.984 
245 ~ 


0.0407. 


Ebenso wenn ainabezu gleioh 2 wSre, so kSimte man die zweite Gleicbung 
mit 2 multipliziert von der ersten abziehen und so eine Gleicbung erzielen, 
in der der Koeffizient von x klein ist. 

Unter Umstanden kann es auch zweokmafiig sein, statt einer der 
beiden'Unbekannten eine Kombination der beiden einzufuhren. Ist z. B. 
bz nahezu gleicb so kann man x -\-y = y' setzen und hat dann 


(oi — ii) x + b^y' + li — 0 

{a^ —b^)x + bz y' + h = 0 . 


Jetzt ist — io klein, und man kann die erste Gleicbung mit r 

% "1 

multipliziert von der zweiten abziehen und kann dabei die Rechnung auf 
wenige Stellen besobrSnken. 


Z. B. 522ic — 177 2 /— 66 = 0 

433 a: +431 2 / + 103 = 0. 

Daraus x + y = y’ 

699a: —1772/' —66 = 0 
2 a: +431?/' +103 = 0 

103.19 

431.51 103.19 y' = — 7 ^ 7 ^ = —0.239 

431.51 


— 66 

_ 177 y' = + 42.3 
— 23.7 

2 / = —0.273. 

Man kaim durob Einfubrung einer neuen Veranderlichen auob die 
Losung der Gleicbung flnden. 

Es sei namlich x -{-ky =^x', dann ist 


a-i x' + (&i — ft Oi) 2 / + = 0 

^2 x' + (62 — k a^) 2 / + I 2 “ 0 . 

h 

Wird nun ft = — gesetzt, so fallt y aus der ersten Gleicbung beraus 

Cl 
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und man hat x* = 



Dieser Wert wird in die zweite Gleichung ein* 


gesetzt, die alsdann in eine Gleichung fur y iibergeht. 




h 


Nachdem auch y gefunden ist, hat man x = x' y. 

Es kommt die Aufgabe vor, daB zwei Unbekannte x und y die L6- 
sungen zweier Gleichungen 


2 / + = 0 
a^x + b^y + 1^ = 0 


sein sollen, fiir welche der Wert U einer linearen Funktion a^x + b^y + Ig 
berechnet warden soil. Dies kann auf folgende Weise bequem ausgefuhrt 

werden. Man zieht die linke Seite der ersten Gleichung mit — multi- 

ct^ 

pliziert von der linken Seite der zweiten ab und mit — multipliziert 

von der linearen Funktion OgX + bgy + ab. Dadurch wird der Wert 
der letzteren nicht geSndert ; aber das Glied mit x f&llt dadurch fort und 
wir erhalten 

Der Abkurzung wegen m6ge geschrieben werden 


W y + h' = ^ 

bg’ y + k'== U. 


b\ 


Nvm wird die linke Seite der Gleichung b^ y + 4' niit ^ multi- 

pliziert von bg y -{-Ig abgezogen, wodureb wiederum der Wert dieser 
GroBe nicht geSndert wird. Dadurch wird auch das Glied mit y fort- 
geschafft und man erhfilt den Wert von t/: 


I 


h' 

bg 


Zugleich ist y = — — und duroh Einsetzen dieses Wertes findet 

bg 

man, wie oben angegeben ist, den Wert von x. 



12 


1. Absehnitt. Lineare Gleichungen. 


Die Rechnung geschieht zweckmaCig nach folgendem Schema: 


«! 

h 

h 

(t^ 

b.2 

h 

"l 

da 

CO 

h 





-h 

— h 


% 

«! 


h' 

h’ 


h' 

__ 


V. 


Beispiel ; 

ii-'dx— 2.7 2 / + 15.4 = 0 

17.1 a: + 13.5 2 / — 11.2 = 0 

19.2 a: — 10.8 2 / + 12.6 = £/ 


11.3 

— 2.7 

+ 15.4 

17.1 

+ 13.5 

— 11.2 


— 4.1 

+ 23.3 

19.2 

— 10.8 

+ 12.6 


— 4.6 

+ 26.2 


17.6 

— 34.5 

— 6.2 

— 13.6 


+ 12 .2 

■^5X 


Bine andere Art, dieselbe Aufgabe zu Joscn, ist die folgende. Statl x 

f>i 

werde die neue Veranderliche x' — x // oingefiiiirt. Wii* crhalten 


+ = 0 


Qj x' + ” Og] y + h’= 


as®' + {^3 — r«3 y + k = 


Wird dann statt x' wieder cine neue Voranderliche x" = a:' + 




eingefiihrt, so ergibt sich 



§ 2. Lineare Gleichnngen mit 2wei Unbekaunten. 


x" = 0 

^2 y W ^ 0 

2/ "t“ ^3 = 

wo gerade wie oben 62 ^ ^2 <^21 ^ 3 ' ag, fiir Zg ^ 2 ? 

^1 ^1 

Z 3 ' ftir Z 3 ^ ^3 geschriebeii ist. Da nun x*’ infolge der ersten Gleichung 

Null sein inufi (a^ wird von Null verscbieden vorausgesetzt), so fallen in 
den beiden andern Gleichungeii die Glieder, die x enthalten, fort und 
wir erhalten 

2/ + ^2^ — 0 
bz 2/ + Z3' = Z 7 . 

4' 

Wird nun fur y die neue Veranderliche 2/' = 2/ + eingefuhrt^ 

0% 

so ergibt sich 


V2/'+^V-^Vj = t/. 


Da wiederum (&o' ^ 0 vorausgesetzt) j/' Null sein muB, so folgt 
wie oben 


^2 


l ' Z 

Zugleicli ergibt sicb y = — und a;' ^ und daraus 

^2 % 

^ = — h: 2 j x’. Die Rechnung kann nacb folgendem Scbema ausgefuhrt 
wcrden : 


«1 

h 

h 




b% 

h 

w 

k' 


h 

k 





0,2 




<h 




^3 

h 

k 

h' 

k’ 


h 

4 




— a. 



* 


^2 


Beispiel: 11.3 rr — 2.7 y + = 0 

17.1a; + 13.5 2 / — 11.2 = 0 
19.2 a; — 10.8 2 / + 12.6 = i7 
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I. Abschnitt. Lineare Gleichimgen. 


- 2.7 1 

15.4 


4-13.5 

— 11.2 

17.59 —34.5 

— 4.09 

4-23.3 


—10.8 

4-12.6 

—6.21 —13.5 

— 4.59 

4-26.1 

4-12.2 


Man erkennt, daB das Schema dieser zweiten Rechnungsart in das 
Schema dor ersten iibergeht, wenn die Kolonnen mit den Reihen ver- 
tausoht werdcn, d. h. wenn man die 9 Koeffizienten so schreibt: 


dfl ^3 

b-^ b^ 

lx I 2 ^ 3 “ 

Daraus ergibt sich der Satz, dafi der Wort von U derselbe bleibt, 
wenn man statt der drei gegebenen Gleichungen schreibt: 

aiX + an y + 03 = 0 
bxX + b^y + 0 

hx + ky + h = U, 

die Werte von x und y dagegen bleiben im allgemeinen nicht dieselbcn. 

Zur Kontrolle der Rechnung kann man sich des folgenden Ver- 
fahrens bcdienen. Bezeichne Si die Summe fli + ■Ss Summe 

, , 

+ ^2 + ht Summe 0:3 + &3 + ^31 oflenbar S] og 


+ und S3 — — Si == ia' + I 3 . Wenn man also zu den drei Kolonnen 

dx 

noch als vierte Sx hinzufugt 

cix bx lx 
<^2 ^2 '^2 

^3 b^ 


und hicr dieselben Rechnungen wie obon vornimmt, d. h. das Glied Sj 


der erslen Roihe niit multiplizicrt von abzioht und mil. ^ v 

Q/X 

abzxeht, so erhalt man 


roil 5- 


Zg' ^3 . 


CL ^ 

Dabei ist fur Sg und S3' fur S3 — ^Sj gesohrieben. 

ctx 

Jetzt mu6 wieder = ^2^ und + W ~ und dalier 

b ' b ^ ' 

S^' -,Si = I3 —^W- Rechnet man also weiter, indem man die 

bi O2 



§ 2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. 
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Reihe b^' mit -ri multipliziert von der nkchsten Reihe abzieht, 
so muB sich zweimal derselbe Wert U ergeben. 

Beispiel: 11.3 x — 2.1 y + 15.4 = 0 

17.1 a: + 13.5 2/ — 11.2 = 0 

19.2 a: — 10 . 82 / + 12.6 = 

11.3 — 2.7 +15.4 +24.0 

17.1 + 13.5 — 11.2 + 19.4 

— 4.1 +23.3 +36.3 

19.2 —10.8 +12.6 +21.0 

— 4.6 + 26.2 + 40.8 
+ 17.6—34.5 —16.9 

— 6.2 —13.6 —19.8 

+ 12.2 + 6 . 0 - 
— 25.8 —25.8' 


Dieselbe Kontrolle ISBt sich naturlicb auch bei der zweiten Art der 
Reohnung anwenden. Es treten dann nur die Summon der Glieder einer 
Kolonne an die Stelle der Summon der Glieder einer Reihe. 

Bei alien diesen Recbnungen ist vorausgesetzt, daB weder Oj nocb 
*' Ig 

62 ' verschwindet. Denn sonst konnte man die Divisionen — und — 

nicbt ausfubren. Gesetzt nun, es wjire a^^O aber 62 ' = 0, so wiirde die 


Gleicbung, welohe entstebt, wenn man die erste Gleiobung mit — multi- 

pliziert, von der zweiten abzieht, in = 0 iibergehen. Nur wenn diese 
Bedingung — 0 erfiillt ist, wurden also Werte von x und y existieren, 
die gleichzeitig die beiden Gleichungen befriedigen. W§re b^' = 0 und 
k' ^ wiirde das heifien, daB die Annahme der Existenz von Werten 
fiir X und y, die den beiden Gleichungen geniigen, auf einen Widerspruch, 
fuhrt. Man erkennt das am besten, wenn man wie oben die Veranderliche 
b I 

x" = X + —V + — einfuhrt. Dann nehmen die beiden Gleichungen, 

Ui ati 

wie oben gezeigt, die Form an: 


fli x” = 0 

ctg «" + V y = 0 


fli x" — 0 

^2 X'^ + — 0 . 


und wenn b^ = 0 ist: 
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1. Abschnitt. lineare Gleichungen. 


1st ^ 0, so enfchalten die beiden Gleichungen zwei einander wider- 
sprechende Forderungen. Die erste enthalt die Forderung x = 0, die 

h' 

zweiie die Forderung —• 1st dagegen — 0, so enthaltcn 

beide Gleichungen dieselbe Forderung x" = 0 und man kann dalier die 
zweite Gleichung ganz auUer Betracht lassen. In diescm Falle hat man 
es also nur mit der Gleichung x'' == 0 oder 

X y 

% 

zu tun. Die Werte von x und y sind nicht bestimmt. Man kann y ganz 
beliebig annehmen und x demgemaC berechnen. 1st die Voraussetzung 
^1^0 nicht erfiillt, so konnte man die zweite Gleichung a^x -\-h^y 
= 0 mit der ersten vortauschen; dann wiirde in dem Rechnungsscliema 
<352 Stelle von ci-i treten und zugleich an die Stelle von 

und die Rechnung lieBe sich ausfuhren, wenn nicht % auch glcich Null 
ware. Das aber kann als ausgeschlossen gelten. Denn wenn und 
<Z 2 beide Null waren, so wiirde das bedeuten, da6 die Grol3e x in den 
beiden Gleichungen uberhaupt nicht vorkommt. 

Beispiel : 1*7 rr — 1.3 y + 4.5 = 0 

— 3.4<i: + 2.6y — 2.3==0. 

Diese Gleichungen enthalten cinen Widerspruch. Wird die erste 
Gleichung mit —2 multipliziert und von der zweiten abgezogen, so er- 
gibt sich 

6.7 = 0. 

Wenn wir dagegen schreiben 

1.7 X — 1.3 y + 4.5 = 0 

— 3.4a; + 2.6y — 9.0 = 0, 

so erhalten die beiden Gleichungen dieselbe Forderung 

1.3 4.5 

stall die beiden Gleichungen zu vertauschen, wenn Ui = 0 sein 
sollte, fcflTin man auch x und y ihre Rollen vertauschen lassen, d. h. man 
Vann die beiden Kolonnen vertauschen. Dann tritt bi an die Stelle von Ui 
und man kann den Fall, daB mit = 0 aucli bi — Q w&re, als ausgeschlossen 
betrachten. Denn es hioBe, daB in der ersten Gleichung die Unbckannten 
uberhaupt nicht enthalten sind. Die Gleichung muBte sich dann auf li = 0 
reduzieren und wiirde, wenn wio hier li als fostc Zahl vorausgcsctzt wird, 
entweder einen Widerspruch oder eino Idontitdt (0 = 0) enthalten. 



§ 2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. 
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Man kann den drei Gleichungen 


% a; + &i 2/ + = 0 

«2 ^ + &2 2 / + ^2 = 0 
a^x + h^y U 


geometrische Bedeutungen beilegen, wenn man x und 2/ als Koordinaten 
in einer Ebene deutet. Die beiden ersten Gleichungen sind die Gleichungen 
zweier gerader Linien. Die gemeinsame Losung liefert die Koordinaten 
des Durchschnittspunktes der beiden Geraden. Setzt man diese Ko- 
ordinaten in die linke Seite der dritten Gleichung ein, so hat auch U eine 
geometrische Bedeutung. Man denke sich auf der Geraden, deren Gleichung 
a^x + b^y + = 0 ist, eine Strecke A B abgetragen, deren Projektionen 

auf die Koordinatenachsen gleich und — sind; dann ist, wenn S den 
Schnittpunkt der beiden ersten Geraden bezeichnet, der Wert von U 
gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks A B S. Dabei haben wir den 
Inhalt des Dreiecks positiv oder negativ zu rechnen, nacb folgender Mafi- 
gabe. 

Wir unterscheiden die beiden Seiten der dritten Geraden als positive 
und negative Seite. Die positive Seite ist diejenige, welche zu der Strecke 
A B so liegt, wie die Seite der positiven y zu der positiven Richtung der x. 
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist dann positiv oder negativ, je nachdem S 
auf der positiven oder negativen Seite der dritten Geraden liegt. Oder 
mit anderen Worten U ist das Drehungsmoment einer Kraft A B in Bezug 
auf den Durchschnittspunkt der beiden ersten Geraden je nach dem 
Drehungssinn positiv oder negativ gerechnet. 

Seien namlich % und 2/1 die Koordinaten eines Punktes A einer 
Geraden, deren Gleichung 

ax + by + c ==0 

ist, so hat man 

axi + byi + c = 0, 


Sind nun y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P, der nicht 
auf der Geraden zu liegen braucht, so kann man in dem Ausdruck 
ax + b y A- 0 den Wert von c durch — ax-^ — 62/1 ersetzen und hat daher 


ax + by ^ a {x—x-y) + i {y — Vi)- 


Trfigt man von A aus eine Strecke A B ab, deren Projektionen 6, — a 
sind, so ist a {x — x^) {y — y^) das Drehungsmoment einer Kraft A B 
in Bezug auf den Punkt P. Man erkennt dies bei rechtwinkligen Koor- 
dinaten sofort durch Einfuhrung des Winkels {A B), den die Richtung A B 
mit der rc-Achse macht, und des Winkels (A P), den die Richtung A P 
mit der a;-Achse macht. Die Winkel werden von der Richtung der positiven 

Rnnge, Praxis der Oleiohniigen. 2 
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a;-Achse nach der Seile der positivcn y beginnend von 0 bis 360® gezahlt. 
Es ist dann 

b = A B cos. {A B), — a~AB sin {A B) 

X — a;i = A P cos (A P), y — y^'= A P sm {A P) 

und daher 

a {x—x^) + b {y — 2 j:^) A B ^ A P • sin {{A P) — {A B)), 

Die Bedingung bi == 0, welche, wic wir obcn fanden, bodeuiet, 
daC die ersten beiden Gleichungen entweder sich widersprechcn odor 
dasselbe besagen, hat die geometrische Bedcutung, daS die beiden Geradori 
einander parallel sind oder zusammeufallen. 

U = 0 bedeutet, daO die dritte Gerade durch den Schnittpunkt 
der ersten beiden gcbt. 


§ 3. Lineare Gleichungen mit mehr als zwei Unhekannten. 

Sind mehr als zwei Unbekannte vorhanden, so laOL sich die Roch- 
nung in analoger Weise durclifuhren. Es soil bier nur noch fur droi Un- 
bekannte geschchcn, da man unmittelbar siclxt, wie sich dor Fall von 
beliebig vielen Unhekannten gestaltet. Dabei werdc glcicli der Wert einer 
vierten linearen Funkbion der drei Unhekannten mit berechnei. 

a^x + bty + c\z + h^^ 

+ &2 2 / 4 " ^ 2 ^ ^2 ~ ® 

a^x + ^>3 2/ + C3 2 4 " ^3 ~ 0 

X 4- ^4 7/ + - 4- = t/. 

Von den GroCen kann mindesbens eine als von Null vcr- 

scliieden vorausgesotzt werdcn, well sonst x in don drei Gleichungen gar 
nicht vorkommon wurde, also auch nichb berechnct werdeii kann. Wr 
denken uns eine GJcichung an don Anfang gestellt, in der der Kooffizient 

von X von Null verschieden ist. Dann werde die ersbe Gleichung mit — 

<^3 

multipliziorL, von der zweiton Glied fiir Glied abgezogen, mil von 

(li 

der dritten, mit — von d(‘r vicrlon. Auf diose Weise entstehen drei nouo 

Gleichungen, die so bezcichnel werden mogen: 

b,' y 4- Cg' 24 -/ 2 '== 0 
?/ “h ^ 3 ' ^ ^ 

i>x y + ^4' - -l~ U = u. 



§ 3. Lineare Gleichungen mit mehr als zwei Unbekaunten, 
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1st von den GroCen mindestens eine von Null verschieden, 

so denke man sich die betreffende Gleichung vorangestellt, so daB also 
^ 0 ist. Sind dagegen und beide Null, so lasse man y und z ihre 
Rollen vertauschen, so dafi die dritte Kolonne an Stelle der zweiten tritt. 
Wenn nicbt zugleich und verschwinden, so l^Bt sich demnach immer 
erreichen, daB der Koeffizient des ersten Gliedes in der ersten dieser drei 
Gleichungen nicht verschwmdet, und es ist daher keine Beschrankung der 
Allgememheit gleich als von Null verschieden vorauszusetzen, Sind 
aber die vier GroBen c^' Null, so enthalten die boiden Gleichungen 

s=: 0 und Z 3 ' = 0 entweder omen Wider spruch oder eine Identitat, je 
nachdem die Zahlen und Null sind oder nicht. Im letzteren Falle 
gibt es keine Losung der drei gegebenen Gleichungen, im ersteren Falle 
sind die zweite und dritte der gegebenen Gleichungen eine Folge der ersten, 
und es haben daher y und z ganz boliebigo Werte, zu denen das sc immer 
passend bestimmt werden kann. 


Ist 1)2 ^ 0, so werde die Gleichung 2 / + ^ 2 ' ^ + 4' = 0 cinmal 
b ' 

mit multipliziert, von der zweiten Gleichung abgezogen und einmal 

mit multipliziert von der dritten. Auf diese Weise entstehen zwei 

1)2 

neue Gleichungen, die so bezeichnot wordcn mogen: 


cs" + V' - 0 
c/' s + - U. 


1 st C 3 '' = 0, so enthdlt die erste Gleichung einen Widerspruch oder 
eine Identitat, je nachdem die Zahl Z 3 " von Null verschieden oder gleich 
Null ist. 

Im ersten Fall ist es nicht moglich, die drei gegebenen Gleichungen 
duroli dasselbe Wertepaar zu befriedigen. Im zweiten Fall 1 st die Gleichung 
^ ^ == 0 6 ine Folge der Gleichung ^ "= 0. 

Der Wert von z bleibt alsdann ganz beliebig und man kann die Werte von 
X und y immer passend so bestimmen, um den drei gegebenen Gleichungen 
zu geniigen. 

c 

Ist Co" > 0, so werde die Gleichung Cg" z + 1^' — 0 mit ~ multi- 
pliziert und von der zweiten Gleichung abgezogen. Dann ergibt sich 


zugleich ist 


2 * 
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1. Abschnitt. Lineare Gleichungen. 


7 " 



Beispiel: 256 x + 146 y — 105 z + 354 = 0 

146 re + 346 ^ — 124 s + 223 = 0 
— 105 ic — 124 27 + 339 2 — 13 = 0 
+ 354 + 223 y — 13 2 + 569 = 


256 

+ 

146 

— 105 

+ 354 

+ 

51.3 


146 

+ 

346 

— 124 

+ 223 

— 

29.0 

a; == — 1.47 


+ 

83 

— 60 

+ 202 

+ ^ 

354 


— 105 

— 

124 

+ 339 

— 13 

+ 

376.3 



— 

60 

+ 43 

— 145 




+ 354 

+ 

223 

— 13 

+ 569 





+ 

202 

— 145 

+ 490 





+ 

263 

— 64 

+ 21 

+ 

31.3 



— 

64 

+ 296 

+ 132 

+ 

21 

^ = —0.199 




+ 16 

— 5 


52.3 



+ 

21 

+ 132 

+ 79 







— 5 

+ 2 







+ 280 

+ 137 



^ = —0.489 


+ 137 + 

77 

+ 

67 

+ 

10 


Die Koeffizienten bilden in diesem Falle ein sogenanntes symmetric 
sches System, d. h. ein solches, das bei der Vertauschung von Reihen und 
Kolonnen ungeandert bleibt. Man sieht sogleich, daB auch die abgeleiteten 
Koeffizienten 

h ' o' 1 ' 
t /2 ('2 H 

Ih' w 
K c,' Z/ 

ebenso wie 

r " 1 " 

symmetrisclie Systemo bilden miissen. Denn es ist z. B. b^' = ig — — 



§ 3. Lineare Gleichnngen mit mehr als 2 wei Unbekannten. 
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= Cg — “ Cl- Da &3 = Cg, ^3 = q, — ^2, so muC Jg' — Cg' werden. 

Man kann daher, um Wiederholungen zu vermeiden, die zweimal Yor- 
kommenden Koeffizienten nur einmal schreiben 

I 2 

h' 

und ebenso 

<3 h 

1 " 

4 - 

Anstatt mit den Reihen kann man auch mit den Kolonnen operieren, 

h . 

Man fiihrt zuerst statt x die neue Vertnderliche x' x -\ y ein. Da- 

durch verandert sich die zweite Kolonne und man erhalt: 

+ Cl 

+ b^' y+ — O 
a^x' + bQ' y + CqZ+ 

it:' + ^4' ^ + ^^4 z + Z4 = U. 

Fiir 3 :' fiihrt man dann die none VerSnderliche a:" = *' H — % und 
endlich = ar” + — ein. Dann ergeben sich die Gleichungen 

fli x"’ = 0 

asa:'" + V2/+C2 'z+ V=0 

as^"' + V^+fs'2+^3' = 0 

a^x'" z^\i=V. 

Da fli von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist infolge der 
ersten Gleichung x!" = 0 und die iibrigen enthalten dann nur die beiden 
Veranderlichen y und s, mit denen man gerade so verfahrt, wie oben fiir 
den Fall zweier Veranderlicher auseinandergesetzt wurde. Die Rech- 
nung mit den Kolonnen fuhrt also durohaus auf dieselben Koeffizienten 
wie die Rechnung mit den Reihen, und es zeigt sich auch im Falle mehrerCT 
Veranderlichen, daB der Wert von U derselbe sein muB, wenn man die 
Kolonnen und Reihen vertauschend •schreibt: 

«i « + 2/ + «3 2 + a* = 0 

&i » + 2>2 2/ + ^3 2 + ^4 = 0 

Cj x + Ca 2/ + C3 z + C4 = 0 

+lzy -{-liZ -\-lt = Uf 

obschon die Werte x, y, % im allgemeinen nicht dieselben sein wiirden. 
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Bei der Rechnung mit den Kolonnen ergeben sicli die Unbekanntcn aup 
den Relationen 


b-t 

a;"' = J3 + -// + - 


a. 


= i] + 


z' = 3 + 


'a' 


Bei beiden Verfabren, mit den Roihon und mil den Kolonnen, kanu 
man wieder, wie obon fiir den Fall zweior Vcranderliobeii auseinandor- 
gesetzt ist, eine Kontrollrecbnung durchfiihren, indem man die Summen 
der Glieder der Reiben oder der Kolonnen bildet und mit diesen die analogen 
Rechnungen durchfiihrt. Aus Sj S4 entstehen dann die GroCon S3' s,,'. 

wo .S3' = Sg Sj etc., wenn mit den Reiben gereebnet wird iiud 


Ss' = Sj Sj etc., wenn mit den Kolonnen gereebnet wird. Aus 

Ui 

S3' S3' S4' entsteben in analoger Weise Sg" s*" und aus diesen muB sich 
der Wert von V ergeben. Weiebt er von dem aus den Koeffizionten un- 
mittelbar gefundenen Werte mebr ab, als der Unsicberbeit der Reebnung 
zugeschrieben werden kann, so deutet das auf einen Feblor in dor Reebnung. 
Die Reibe oder die Kolonne, in welcber der Fcbler begangen ist, findel 
man, indem man zuruckgebt und probiert, wo zum erstenmal die Summo 
der Glieder niebt mit dem betreffenden s ubereinstimrat. 

Z. B. a b c I s 

+ 256 4- 146 — 105 + 354 + 651 

+ 146 + 346 —124 + 223 + 591 

+ 83 — 60 + 202 + 371 

— 105 —124 +339 — 13 + 97 

— 60 + 43 —145 —267 
+ 354 + 223 — 13 + 569 + 1133 

+ 20^ — 145 + 490 + 901 
+ 263 

— 04 


+ 21 


+ 296 
+ 16 
+ 132 
— _5_ 
*+3J2~ 
+ 1.37 


+ 21 
+ 132 
— 5 

+ 79 
+ 2 


+ 220 
+ 364 
— 53 
+ 232 
+ 18 


+ 137 + 417 
+ 77 +214 
+_60 +_184 
+ 17"'+“ 30 



§ 4, Anwendungen lineaier Gleichungen. 
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Die Abweicliung zwisclien 17 und 30 weist auf einen Fehler. Die 
Prufung zeigt, daB in der Reihe + 312 + 137 + 418 das letzte Glied 
nicht gleich der Siimme der ersten ist. In dieser Reilie steckt also ein 
Fehler. Bei den beiden Reilien + 263 — 64 + 21 + 220 und — 64 + 296 
+ 132 + 364, ans denen jene Reihe berechnct ist, ist dagegeii das letzte 
Glied gleich der Summe der ersten Glieder. Es ist daher zu vermuten, 
da6 der Fehler bei der Berechnung jeiier Reihe begangen ist. In der Tat 
zeigt sich, daB das Glied + 312 falsch ist und 280 heiBen miiBte. Mit 280 
stimmt dann die Probe: 

+ 280 + 137 + 417 
+ 137 + 77 + 214 

6^ +__204 

' ”16 I'o" 


§ 4. Auwendimgen linearer Gleicliungen. 

Die Aullosung linearer Gleichungen spielt eine Rolle bei der Aus- 
gleichung von Beob.achtungen durch die Methode der kleinsten Quadrate. 
Es sei eine GrbBe z. B, y eine b’neare Funktion von deren Werte 2/i y 2 * • * Vn 
fiir eine Reihe von Werten ‘ beobachtet worden sind. Wenn 

die Beobachtungen absolut gcnau waren, so muBte os zwei Werte u und 
gebeii, derart, daB u + Xi — = 0, u + ^ X 2 — i/2 = 0, . . 11 + 

— = 0 ware, und zwei dieser Beobachtungen wiirden geniigen, urn die 

Werte von u und zu bestimmen. Statt dessen sind nun aber die Be- 
obachtungen mit Fehlern behaftet, so daB ii + x-^ — 2/1 = ^2 

— 2/2 = ^2 U + Xn — iJn=^ ist. Die GroBen Si ^2 ’ * • kdnnen 

die Fehler der Beobachtungen genannt werden, dasie die Betrage darstellen. 
die zu ^2 • ■ * y^i hinzugefiigt werden muBten, um die wahren Werte zu 
erhalten. Nach der Methode der kleinsten Quadrate nimmt man nun fiir 
11 und ^ diojenigen Werte als die plausibelsten an, fiir welche die Summe 

der Fehler-Quadrate U = el + si + h si moglichst klein wird. Die 

Werte von ii und c^, die dieser Bedingung genugen, sind die Losungen 
zweier linearen Gleichungen. Denkt man sich namlich an Stelle von u und ^ 
die Werte ii + h und (^ + k eingesetzt, so wird Sf iibergehen in Sr + h 
4- k av, si wird daher iibergehen in (e^ + h + k Xy) (sy + h + k Xr)^ d. h. 

+ 2 A 2 A Xy Sy + (A -f- A* 

U wird daher iibergehen in 

f/ + 2 ft (fii + £2 + * ’ • + 
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Wbhii man mm di6 Worte von. w und v so bestimmt, dalJ 

®i + + • • • + ® 

% Sj + a;a 62 + • • • + a’n = 0) 

so wird der neue Wert von V gleich 

C/ + (A + A a-J® H 1- (A + A 

d. h. es treten zu V GUeder binzu, deren Summe nur positiv sein kann, 
wenn die Beobacktungen fiir mehr als einen Wert von x gemacbt sind. 
Mit andern Worten, es kann sich alsdann der Wert von T] durch Anderung 
von B und v nur vergroSern und ist desbalb fiir die angenommenen Worto 
von B und f* ein Minimum. Die beiden Gleichungen 

£1 + ®2 ~ ^ 

fii + *2 £2 + 1- a?,, Sn = 0 

konnen auch so gesobrieben werden: 

B u + [aj] p — [2/] = 0 
lx] u-{-lxx]v — [xy] — 0. 

Dabei bedeuten die eokigen Klammern die Summen der oingescblossencn 
GrSflen fur die Indices 1, 2, ... n. Das Minimum U — le s] kann, da 
Bf Sf = n + Xf Sr ^ Vr SO geschrieben werden 

[s] B + lxs]<> — lsy] = U 

und, da [e] = 0 und lx s] = 0, so reduziort sich der Wert auf — [e y] 
Oder mit Einsetzung der Ausdriicke fiir e; 

— ly]n — lxy]v-\- ly y] = U. 

Das Koeffizientensystem der linken Seiten der drei Gleichungen 
ist also symmetrisch 

n, [x], — ly] 

[x], Ixx], —Ixy] 

— [2/], — [xy], \yy] 

und os genugt zur Durchfuhrung dor Rechnung nur die Gliedor hinzu- 
schreiben: 

n [.r] — ly] 
lx x] — lx y] 

[yyl 

Den Wert von U auszurechncn, hat den praklisohon Zweck, da (.5 
man, nacUdem u und p ausgerechnet sind, die Werte von Sj . . . g„ und 
damit [e e] = f7 ausrechnen kann. Die tJbercinstimmung mit dem zuerst 
gofundenen Wort von U kontrolliert dann die ganze Rechnung. 



§ 4. Anwendungen linearer Gleichungen. 


25 


Fiir die praktische Ausf tihrung einer solchen Reclinung ist die folgende 
vorbereitende MaBregel von groCer Wichtigkeit. Man rechnet nicht so- 
gleich die Werte von u und q aus, sondern bestimmt zunachst N^herungs- 
werte fiir u und z. B. dadurch, dafi man irgend zwei Beobachtungen 
y als richtig ansieht. Seien Wq die Naberungswerte, so bestimmt man 
nunmehr naob der Methode der kleinsten Quadrate Verbesserungen der 
Naherungswerte. Setzt man m = Wo + ct, so ist 

Er n + a + Xf ^ + {Uq + Xr ^0 —yr) 

Oder, wenn wir scbreiben = Hq + Xr Pq — Vn 

a,. = a + ^ 

und die drei Gleichungen zur Bestimmung von a, U warden 

n a + [x] ^ + [1] =0 
[x] a + [x x] fi + [xl] = 0 
[Z] a + [Z Z] = f/. 

Die Korrektionen a und ^ werden, wenn die Naherungswerte gut 
gewahlfc sind, klein. Es geniigt fiir die Berechnung von a und ^ eine geringe 
relative Genauigkeit. Daher brauchen auch die Koeffizienten nur auf 
wenige Stellen bereohnet zu werden und die ganze Rechnung kann im 
allgemeinen ausreichend genau mit dem Reohensohieber durchgefiihrt 
werden. 

1. Beispiel. In einem Linienspektrum seien die Wellenldngen einer 
Anzahl Linien bekannt, es sollen die Wellenlangen der iibrigen Linien 
ermittelt werden. Es sei ein solches Stuck des Linienspektrums gegeben, 
innerhalb dessen es als ,, normal^ ^ betrachtet werden kann, d. h. daB fiir das 
ganze Stiick die Entfernung irgend zweier Linien der Differ enz ihrer Wellen- 
Idngen proportional sei. Sind Xj^x^ ^ die Abstande der bekannten 
Linien von irgendeinem willkiirlich gewahlten Punkte und sind ^2 • * * ^ 
die Wellenltogen dieser Linien, so miifite bei absolut richtigen Messungen 
sein; 

u + Xf — A;. = 0. 

Dabei bedeutet » die Wellenldnge einer Linie, die auf den Nullpunkt 
der X fiele, gleichgiiltig, ob eine Linie wirklich da liegt oder nicht. (f be- 
deutet den Wellenltogenunterschied, der der Entfernung 1 entspricht. 
Die GroBen u und ^ werden nun naoh der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmt und dann kann man auch fiir jeden andern Abstand x die zu- 
gehorige Wellenltoge u + ^ x ausreohnen. Praktisch geschieht das nun so, 
daB man gleich bei der Messung die Abstande x fiir die bekannten und 
unbekannten Linien, wie sie im Spektrum aufeinanderfolgen, miBt und 
zundohst stotlich mit genaherten Werten von u und ausrechnet. Alsdann 
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werden aus den bekannten Linien die Korrektionen a und ^ durch die 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt und damit dann die Korrek- 
tionen a + x^ der genaherten Wellenlangen bercchnct. 

Das folgende Beispiel enthalt die Messung einer photographischen 
Spektralaufnahme. Das Spektrum war durch eine GeiBlersohe Rohre 
erzeugt, die ein Gemisch von Argon und Krypton enthielt. Dae Messung 
geschah mit einem Abbeschen Komparator. Die Platte beg* daboi auf 
der cinen Scite eines Schlittens, auf dessen anderer Seite cln fein geteilter 
MaCstab angebracht ist. Dor Schlitton laGt sich gegen zwei feste Mikro- 
skope verschieben, von donen das eine auf die Spektrallinien cingestellt 
wird, wShrend man mit dem andoren die Verschiebung des Schlittens am 
MaCstab abliest: 

Ablesungcn am bekannte Wellon- 

Mafistab in langen in Zehn- 

Tausendsteln milhonsteln eines 
eines MiUunoters . Millimeters 

30935.7 1847.96 

31127.2 

31853.0 

32241.0 

33031.0 

33377.0 1806.17 

35773.1 4765.03 

35919.0 

37295.3 

38008.9 1727.03 

10713.2 

13249.6 1637.32 

13143.0 

11303.5 

11533.6 

4487.3.0 4609.71 

Man berechnet zunachst, welche Wellenlangendifterenz der Kiit- 
fernung von einem Tausendstol eines Millimeters gcnShert entspricht. 
Betrachtet man die ersto und die Ictzto der bekannten Wollenlfingen, so 
ergibt sich : 

llossnng Wellenlange 

.30935.7 1817.90 

11873.0 1609.74 

Dillercnz: 13937.3 — 238.22 

Einem Tausendstol Millimeter entspricht daher eine Abnahmc der 
Wellenlange urn 
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238.22 

Mit dieser Zalil werden nun zunaclist die samtlichen jMessungen 
in Wellenlangen umgerechnot. Zu dem Ende laCt man also der Messung 
30935.7 die Wellenlange 4847.96 entsprechen. Die nachste gemessene 
Zahl ist um 191,5 Tausendstel groBer, die entsprechende Wellenltoge 
also um 191.5 x 0.0170923 Zehnmillionstel Millimeter Ideiner. Diefolgende 
gemessene Zahl ist abermals um 725.8 Tausendstel groBer als die zweite, 
die Wellenltogo also um 725.8 x 0.0170923 Zehnmillionstel kleiner als 
die zweite. Diese Rechnung ist besonders bequem mit der Rechenmaschine 
auszuluhren. Man stcllt zu dem Ende 0.0170923 als Faktor unten ein und 
auf dem beweglichen Lineal die Wellenltoge 4847.96 und zieht nun zuerst 
das 191.5 fache ab, dann von dem Resultat das 725.8 fache usw. durch 
Umdrehen der Kurbel und durch Verschieben des Lineals ab. Dabei 
geniigt es in diesem Falle ontsprechend der Genauigkeit der Messung, die 
Wellenltogen auf nicht mehr als zwei Dezimalen hinzuschreiben. Die 
lebzte Messung 44873.0 muB dann wieder die Wellenlange 4609.74 er- 
geben, Kommt diese Zahl richtig heraus, so ist damit die ganze Rechnung 
kontrolliert; denn ein Fehler bei einerZahl bleibt ja bei dieser Anordnung 
auch in den folgenden Zahlen stecken, es sei denn, daB er sich mit einem 
neuen Fehler gerade kompensierte. Stimmt die letzte Zahl nicht, so sucht 
man den Fehler in der Wcise, daB man cine Zahl in der Mitte der Kolonno 
noch mal direkt aus der ersten Zahl berechnet. Stimmt sie iiberein, so 
liegt der Fehler in der zweiten Halfte, im andern Falle in 'der ersten. Jetzt 
kontrolliert man wieder eine Zahl in der Mitte der Halfte, in der der Fehler 
steckt u. s. f. So findet man alsbald die Zahl, bei der der Fehler begangen 
ist und rcchnot von da an die Kolonne noch einmal oder man fiigt zu alien 
Zahlen die Abweichung von den richtigen Werten hinzu, die ja fur alle 
dieselbe sein muB, wonn nur ein Fehler begangen ist. Steht eine Reclien- 
maschine nicht zur Verfiigung, so wiirde dieselbe Anordnung der Rech- 
nung immer noch ihre Vorziige haben. Man muBte dann die Differ enzen 
der aufeinanderfolgenden Messungen hinschreiben, ihre Logarithmen 
bilden, den Logarithmus von 0.0170923 zu alien hinzufiigen, die Numeri 
aufschlagen, und diese dann sukzessive von 4847.96 abziehen. Die Wellen- 
langen miiBten dann aber mindestens auf 3 Dezimalen hingeschrieben 
werden, wenn man die Rechnung auf 2 Dezimalen richtig haben wollte. 

Der Zeitgewinn bei Anwendung einer Rechenmaschine ist indessen 
so groB, daB bei einem gewerbsmaBigen Betriebe Zinsen und Amortisation 
der Maschine gegen den ersparten Arbeitslohn gar keine Rolle spielen 
wiirden. Auch ist die geistige Anstrengung bei der Anwendung der Rechen- 
maschine erheblich geringer. 
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Xr — CCr— 1 

log (xr — xr-^l) 

log(. 2 i/ — a?/- — 1 ) 

+ log (0.0170923) 

Numeriis 

Wellenlange 

191.5 

2.28217 

0.51197 

3.273 

4847.96 

725.8 

2.86082 

1.09362 

12.406 

4844.687 

391.0 

2.59218 

0.82498 

6.683 

4832.281 

787.0 

2.89597 

1.12877 

13.452 

4825.598 

346.0 

2.53908 

0.77188 

5.914 

4812.140 

2396.1 

3.37951 

1.61231 

40.956 

4806.232 

145.9 

2.16406 

0.39686 

2.494 

4765.276 

1376.3 

3.13871 

1.37151 

23.524 

4762.782 

713.6 

2.85345 

1.08625 

12.197 

4739.258 

2704.3 

3.43206 

1.66486 

46.223 

4727.001 

2536.4 

3.40422 

1.63702 

43.352 

4680.838 

193.4 

2.28646 

0.51926 

3.306 

4637.486 

860.5 

2.93475 

1.16755 

14.708 

4634.180 

230.1 

2.36192 

0.59472 

3.933 

4619.472 

339.4 

2.53071 

0.76351 

5.801 

4615.539 

4609.738 

Summa 

log {Xn—Xi) 




= 13937.3 

= Xn—Xi 

= 4.14418 

2.37698 

238.22 



Es sei die Rechnung ausgefiihrt, so bleibt nunmehr die Korrektion 
dieser N^herungswerte nacb der Methode der kleinsten Quadrate zu maclion. 
Wir bilden dazu die Differenzen der bekannten Welleultogen gegen die 
genahert berechneten. Die genahert berechneten warden oben mil 
^0 + bezeichnet, die Differenzen sind also die obcn mit Ir bezeiohneteii 
GroCen Uq+ — 2 /r Da die zu berechnenden Verbesserungen klein 
sind, so geniigt es, die Werte Xj, auf voile Millimeter abzurunden, und um 
nooh kleinere Zahlen zu haben, denken wir uns den Nullpunkt der Abszisson 
um 40 mm verschoben, so dafi.rc,. — 40000 an Stelle von tritt. 

Die Fehlergloichungen hat man nicht notig, noch einmal hinzuschrei- 
bon. Es geschiclit hier nur, um die Darstcllung verstandlichcr zu machen: 

a — 9/5 = Tj 

a — 7 /5 + 0.06 == f 2 
a— 4/5 + 0.25 = e;> 

(I — 2 /? + 0.03 = £4 
a li - 1 - 0.17 - 
-I- r> fi 

a und // sind nicht unmittclhar glci(‘.li den Andcrnngcri von und 
.sondern cs ist wegen der Abriindung dor auf voile Millimeter und \veg«*ii 
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xr — 40000 in vollen 
Millinietem 

genaherte 

Wellenlange 

1 bekannte 

Wellenlange 

Differenz 

— 9 

4847.96 

4847.96 

0.00 

— 9 

4844.69 



— 8 

4832.28 



— 8 

4825.60 

- 


— 7 

4812.15 



— 7 

4806.23 

4806.17 

+ 0.06 

— 4 

4765.28 

4765.03 

+ 0.25 

— 4 

4762.78 



— 3 

4739.26 



— 2 

4727.06 

4727.03 

4 0.03 

+ 1 

4680.84 



+ 3 

4637.49 

4637.32 

+ 0.17 

+ 3 

4634.18 



+ 4 

4619.47 



+ 5 

4615.54 



+ 5 

4609.74 

4609.74 ; 

0.00 


der Versohiebung des Nullpunktes die Grdfie a + 40000 . Vq gleicb der 
Anderung von Uq und gleicb der Anderung von Vq. Da es indessen 


sohlieBlich nicht auf die Werte von u und v ankonunt, sondern auf die 
Korrektionen, die wir an den gendberten Wellenlangen anzubringen baben, 
so hal man nicbt notig, auf den Zusanunenbang von a und mit den 
ersten Naberungen Uj und Vq zuriickzukommen. Die drei Gleicbungen 
[e] = 0, [{x — 40) e] = 0, [s e] = i7 ergeben das symmetriscbe Koeffl- 
zientensystem: 

6, — 14, +0.51 
+ 184, —0.97 

+ 0.0959. 


Mit dem Recbenscbieber finden w nun die Reduktionen 


6 — 

14 

+ 

0.51 

+ 

184 

— 

0.97 

+ 

33 

— 

1.19 



+ 

0.0959 



+ 

0.0434 

+ 

151 

+ 

0.22 



+ 

0.0525 



+ 

0.0003 

0.0522 1 


— 0.02 a = —0.088 

— 0.51 

— 0.53 


^ = —0.00146 
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Mit diesen Werten von a und ^ ijerechnet man die Korrektionon 
a — 9/S, a — 8^ etc., die an den genaherten Wellonltogen anzubringen 
sind : 


genalierte 

Wellenlange 

Korrektion 

verbesserte 

Wellenlange 

bekannte 

Wellenlange 

Differenz = £ 

4847.96 

—0.07 

4847.89 

4847.96 

—0.07 

4844.69 

—0.07 

4844.62 



4832.28 

—0.08 

4832.20 



4825.60 

—0.08 

4825.52 



4812.15 

—0.08 

4812.07 



4806.23 

—0.08 

4806.15 

4806.17 

—0.02 

4765.28 

—0.08 

4765.20 

1765.03 

+ 0.17 

4762.78 

— 0.08 

1 4762.70 



4739.26 

—0.08 

! 4739.18 



4727.06 

—0.08 

, 4726.98 

4727.03 

—0.05 

4608.84 

—0.09 

: 4608.75 



4637.49 

-0.09 

, 4637.40 

4637.32 

+ 0.08 

4634.18 

—0.09 

i 4634.09 



4619.47 

—0.09 

4619.38 



4615.54 j 

— 0.10 

4615.44 



4609.74 

— 0.10 

, 4609.64 

4609.74 

—0.10 


Zur Kontrolle bildet man nun [s a] = 0.0531. Dies stimmt geniigend 
mit dem oben berechneten Werte von U = 0.0522. Die Abweichung ist 
durch die Vernachlassigung der dritten Dezimale bei der Berechnung des e 
geniigend erklart. Wollte man bei der Berechnung von a und /3 die oben 
erwahnte Kontrolle durch die Summon der Reihen anwendon, so wiirde 
es hier zweckmaBig sein, die Fehlergleichungen mit 100 zu multiplizieren 
und 100 a, 100 P als die Unbekannten einzufiihren. Dann erhielte man das 
Koeffizientensystem 

6 _ 14 + 51 
+ 184 — 97 
+ 959 

und die Summen der Reihen konnten mit weniger Ziffern goschrieben 
und ihre Reduktionen mit dem Rechenschieber berechnot werden. 

Der Wert von £/ = [s a] dient dazu, um ein Urteil liber die Ge- 
nauigkeit der Messung zu bilden. Handelt es sich um die Bestimmung 
von r Unbekannten und ist n die Anzabl der Feblergleicbungen, so nennt 
man nach GauD 
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dtin mittleren Fehler. Hier ist z. B. » = 6, r = 2 und der mittlere Fehler 
demnach gleich 0.11. Auf welche Weise dann ferner der mittlere Fehler 
einer jeden der bereolmeten Wellenleingen gefunden wird, mSge in den 
Spezialwerken uber Methode der kleinsten Quadrate nachgesehenwerden *). 

2. Beispiel. Die Angaben eines Chronometers seien zu gegebenen 
Zeiten mit der mittleren Greenwicher Zeit verglichen worden. Die Differenz- 
Angabe des Chronometers minus Greenwicher Zeit wird „der Stand" des 
Chronometers genannt. Wenn das Chronometer vollkommen reguliert 
ware, so wiirde der Stand immer derselbe bleiben. Das ist aber im all- 
gemeinen nicht der Fall; sondern der Stand andert sich mit dor Zeit. Nimmt 
man an, dafi sich der Stand in gleicheil Zeiten um den gleichen Betrag 
andert, so ist das nichts anderes als die Annahme, der Stand sci eino lincare 
Funktion der Zeit. 

S = So + g-l. 

Dabei bedeutet s den Stand zur Zeit t, s, den Stand zur Zeit I = 0, 
g die Anderung des Standes in der Zeiteinheit. Als Zeiteinheit pflegt man 
hier 24 Stunden zu nehmen und man nennt dann g den „Gang“ des Chrono- 
meters. Aus zwei Beobachtungen des Standes Si, 5^ zu zwei gegebenen 
Zeiten ij., lassen sich Sq und g und damit der Stand zu jeder andern Zeit 
berochnen, immer vorausgesetzt, daC in dem betrachteten Zeitraume 
der Gang unverkudert bleibt. Hat man mchr als zwei Beobachtungen 
gemacht, so tut man gut, sie nach der Methode dcr kleinsten Quadrate 
auszugleichen : 

Beispiel; beobachteter Stand 

11. Mai Mittags -f 1'^ 18“ 19.82* 

15. „ „ + 1’* 17'“ 58.20* 

18. „ „ + 1* 17’“ 41.81 

19 ’ , + 1^‘ 17“ 35.93 

23. „ + 1'" 17’“ 13.74 

Beriicksichtigte man nur den erston und letzten Stand, so wiirde 
man in 12 Tagen eine Abnahme von 66.08*, also einen Gang gg = 5.51, 

und wenn man die Zeit t in Tagen von der crsten Beobachtung an recbnet, 
so hatte man in Sekunden: 

s = (1* 18“ 19.82*'’*) — 5.51 1. 

Dabei waren aber die zwischenliegenden Beobachtungen ganz un- 

*■) C. F. Gaul), Theoria Combinationis Observationnm Erroribus Minimis 
obuoxiae. Pats prior- Art. 18, IV. — W. Jordan, Handbuoh der 1 ermessnngskunde. 
Bd. 1. Kap. 1, § 24. — Kayser nnd Range, Uber die Spektren der Elemente, Ab- 
handl. der Berliner Akad. 1888. Note II. 
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genutzt, walirend man sich ihrer doch bedienen kann, um sich von den 
Beobachtungsfehlern etwas mehr zu befreien und zugleioh um eine Vor- 
stellung zu gewinnen, ob sich der Gang des Chronometers in der Zeit der 
Beobacht ungen merklich geandert hat oder nicht. 

Um dies zu tun, betrachte man die aus der ersten und letzten Be- 
obachtung gefundene Formel als erste Naherung und berechne aus ihr die 
Werte von s iur i = 0, 4, 7, 8, 12. 


t 

Stand berechnet 

1. Naherung 

Stand beobachtet 

Differenz 
ber. — beob. * 

0 

+ 1 * 18’" 19.82 

+ 1 * 18”* 19.82*“ 

0.00 

4 

17*" 57.78 

17”* 58.20*“ 

—0.42 

7 

17’“ 41.25 

17”* 41 .81*“ 

-0.56 

8 

17”* 35.74 

17’“ 35.93*“ 

— 0.19 

•12 

17”* 13.70 

17 13.74*“ 

— 0.04 


Nun berechne man die Korrektionen a und von go 

Methode der kleinsten Quadrate. 

Die Fehlergleichungen, die man nicht hinzuschreiben braucht, die 
hier nur des besseren Verstandnisses wegen hingesetzt werden mogen, sind: 

Ct ^ =51 

a + 4 — 0.42 = £2 
a + 7 jS — 0.56 = £3 
a + 8 ^ — 0.19 = £4 
CL “I' 12 jS — 0.04 = £5. 

Die Reduktion des symmetrischen Koeffizienten- Systems ergibt: 

+ 5 +31 — 1.21 + 0.03 a = + 0.24 

— 1.21 

+ 273 —7.60 —1.18 

+ 192 —7.50 
0.5277 
+ 0.2925 

81 —0.10 iS = + 0.0012 

+ 0.2352 
1 

0^2351 = U. 

Die neue Formel ist demnach: 

5 = 1* 18»» 20,06" — 5,509 L 

Es ist bei dem Genauigkeitsgrade der Beobachtungen unnotig, die 
vierte Dezimale in g noch zu berucksichtigen. 
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Nun wiederhole man die Rechnung mit der neuen FormeL 


t 

Stand berechnet. 
Verbesserte Formel 

Stand beobachtet 

DifEerenz = e 

0 

ign, 20.06 

QO 

19.82 

+ 0.24 

4 

17”* 58.02 

17 

58.20 

—0.18 

7 

41.50 

17 

41.81 

— 0.31 

8 

35.99 

17 

35.93 

+ 0.06 

12 

13.95 

17 

13.74 

+ 0.21 


Die Summe [e e] fmdet sich gleich 0.2338 und mithin in hinreicliender 
t)bereinstimmung mit dem oben berecbneten Werte U — 0.2351. Die 
Abweicbung ist durch die Abkurzung auf 2 Dezimalen erklart. 

Wenn man sich in den Fehlergleichungen 


u + pav — yr = Sr 

den Nullpunkt der x so angenommen denkt, dafi [x] = 0 ist, so nehmen 
die beiden Gleichungen [e] = 0 und [a; e] = 0 die Form an 


— [y] =0 
[xx] ^—[xy] = 0 

und man erhalt die Werte von u und v unmittelbar, ohne dafi eine Eli- 
mination notig wSre. u wird gleich dem arithmetischen Mittel der y und 

y] 


ist gleich _ ^ 

^ [xx] 


Nimmt man insbesondre an, es seien je zwei Werte von 
X einander entgegengesetzt, so kann man, wenn rci, ajg . . . . Xn nach 

Xn — Xi 

ihrer Grofie geordnet sind, — - — = — x-^ setzen. Daher ist 


und 


und mithin 


2/i — 2 

Xn — x^ 

*^1 XnXn ~ 2 

2[xy]^ Summe {Xn — x-^) {yn—yi) 
2 [xx]^ Summe [Xn — x-^) {Xn — Xj), 


wo die Summon auf den rechten Seiten dieser Gleichungen tiber alle diese 
Paare von Wertsystemen zu erstrecken sind. Diese Form hat nun den 
Vorteil, da6 der Nullpunkt der x beliebig sein kann; denn die Differenzen 
Xn — Xi u. s. f . sind vom Nullpunkt unabhangig. Ferner ist die Anzahl der 
Glieder nur halb so grofi wie die der Summe [xx] oder [xy]. Besonders 
wenn es, wie bei der Bestimmung des Chronometerganges, hauptsachlicb 
auf den Wert von ^ ankommt, ist diese Form bequem. 

Bunge, Praxis der Gleichungen. 


3 
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Beispiel: 


Beobachteter 


18. Sept. Mittags 

Chronom eterstand 
— 1 * 2 ™ 35.05' 

20. ,, ,, 



26.06' 

23. ,, ,, 

_!» 2 ™ 

11.89 

25. ,, ,, 

— 1® 2"* 

2.69 


ik — ti) (S 4 — Si) = 7 X 32.36 = 226.52 
ih — * 2 ) (Ss — Si) = 3 X 14.17 = 42.51 

269.03 

(^4 - h? + (^3 — ^ 2 )" = 49 + 9 = 58 
269.03 

Gang = H == + 4.638'. 


Auch wenn die Werte x nicht die Bedingung erfullen, daB nach 
Verschiebung des Nullpunktes in ihren Scbwerpunkt je zwei einander 
entgegengesetzt liegen, so wird man dennoch mit dieser Art der Rechnung 
im allgemeinen nahezu den richtigen Wert von p finden. Es ist namlich 

2 (% yi + OSnyn) ^ i^n “ ^l) — 2/i) + i^n + ^l) il/n + t/i) 

2 {Xi Xi -{^ XnXfi ) = {Xn iTi)" -f- (Xfi + Xl)^^ 

Daher 


2[xy]^ Summe (xn — x^) {yn — Vx) + Summe [xn + x^) (y^ + yi) 

2 [xx]^ Summe (Xn — x^f + Summe {x^ + x^f 

und mitbin 

[x y] Summe {Xn — x^) {yn — Vi) + Summe {x^ + x^) {y^ + 2 /j ) 
[xx]'^ Summe {Xn — x^f + Summe {Xn + x^f 

Die Summon recbts bezieben sicb auf die Paare von Wertsystemen 
mit den Indizes tz, 1; n — 1,2; n — 2,3 u. s. f. 

Nun werde mit der Wert 


, Summe (x^ — x^) (yn — 2 /i) 

Summe (Xn — x^f 

bezeicbnet. Dann bat man zwischen und die Beziebung: 

p Summe (Xn — x^f + (j Summe (Xn + 

== p' Summe (Xn — x^f + Summe (Xn + x^) (yn + yi) 

Oder 

Summe (Xn + x^) (q Xn —yn + ^ y^) 

— 

Summe (a:„ — 

Nun ist vxn — Vn — Sn — », V Xi — Vi = Si — K, deiher 
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Summe + %) (e„ + Si) — 2u Summe (a:„ + %) 
Summe (a:„ — 

Oder, da Summe ( 2 !„ + a^i) = 0 ist, 

Summe (a:„ + %) (e„ + ei) 

r = 

Summe 


Sobald der Z^hler klein ist gegen den Nenner, wird klein sein. 

Im allgemeinen wird das der Fall sein, weil nicht nur die e kleine GroBen 
sind, sondern auch von den GroBen Xn + etc. die meisten 

in der Regel klein gegen Xn — Xn^i — etc. sein werden. 

Das oben behandelte Beispiel der Berecbnung des Chronometer- 
ganges aus fiinf Beobachtungen ergibt nacb dieser Methode 


ih — h) (^5 — %) = — 12 X 66.08 = — 792.96 
ih — h) ( 54 —^ 2 ) == — 4 X 22.27 = — 89.08 

— 882.04 


(^5 — k? + ik — kf = 144 + 16 - 160 


882.04 

160 


— 5.513", 


wahrend fur v der Wert — 5.509 gefunden war. Bei einer ungeraden An- 
zahl von Beobachtungen f^llt fiir die Bestimmung von v' die mittelste 
Beobachtung fort. 

Wenn die Fehlergleichungen die allgemeinere Form haben: 

a^X + hry + CrZ+ lr=- Br 

so mussen, damit die 'Summe der Fehler quadrate [a a] mogliohst klein 
werde, die Gleichungen erfiillt sein: 

[a s] = 0, [b a] = 0, [c a] = 0. 

Denn wenn a; + a, y + z + y an Stelle von a;, y^ z eingesetzt 
werden, so geht * a,, in 

Sf a^ + 2 a,, a^ ' o: + 2 J,. Sy + 2 Cy a,, y 4* (^r ct + ^ y)*" 

iiber und [a a] geht iiber in 

[a a] + 2 [a a] a 4” 2 [& a] jS + 2 [c a] y 4* [(^ a 4“ ^ ^ 4" 

W^e eine der GroBen [a a], [b a], [c a], z. B. [b e] von Null ver- 
schieden, so kann man a = y — 0 setzen. Die Anderung von [a a] besteht 
dann aus den beiden Gliedern 

2[b e]p+[bb]p^ 

Oder 

/3(2 [b a] + [6 6] ^). 


3 * 
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Fiir hinreichend Weine Werte von ^ wird \h &] ^ sehr klein gegen 
2 [6 fi] und daher kann 2 [6 5 ] + [& 6] /S sein Zeichen nicht dndern, wenn /S 
ins entgegengesetzte verwandelt wird. Folglich miiBte das Vorzeichen der 
Anderung' von. [e e] fiir hinreichend kleine Werte von ^ ins entgegen- 
gesetzte ubergehen, wenn ^ ins entgegengesetzte verwandelt wird, d. h. 
es wiirde bei passender Annahnae von /S der Wert von [e e] sowobl ver- 
groBert wie verkleinert werden konnen. Sind dagegen die drei GroBen 
[a e], [b e], [c s] gleich. Null, so ist der geanderte Wert von [s s] gleich 

[s e] -1- [{a a b ^ c y)^], 

d. h. er kann durch Anderung von x, y, s nur zunehmen*). Die Summe 
\ee] = U laBt sicb auf die Form bringen: 

[{ax b y + c z ■]rl) £'[— [O' s\x \b e]y [c s]z \l s\ — V 

und daher erhalten wir die Gleichungen 

[a a] = 0 
[6 a] = 0 
[c a] = 0 
[I a] = V. 

Das Koeffizientensystem dieser Gleichungen ist symmetrisch: 

[a a], [a h\ [a c], [a H 
[bal [bb], [be], [bl] 

[c a], [c J], [c c], [e Z] 

[I a], [I b], [i a], [1 1], 


Die analoge Form erhdlt man fiir den Fall beliebig vieler Verfinder- 
lichen. Wenn man nun bei der Reduktion dieser Gleichung zuerst mit den 

[ba] [ca] 


Horizontalreihen operiert und die erste Reihe nacheinander mit 
[la] 


[aa]’ [a a], 

multipliziert von der zweiten, dritten, vierten Gleichung abzieht, 
so moge das reduzierte Koeffizientensystem so bezeichnet werden: 


[a a] [a b] [a c] [a f] 
[bb,i] [bc,i] [bl,i] 
[cb,i] [cc, 1] [cf, 1] 
[lb,l] [lc,l] [ll,i], 


*■) Bs sei denn, daB «, /*, y so bestimmt werden konnten, daB ora + hr^ + Cry 
= 0 fiir r = 1, 2 . . . H. In diesem FaU ist eine fiestimmimg von *, y, z nicht 
mSglich. 
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wo also \h 6, 1] — {bh] 


[h a] 


[a a] 


[a&] usw. Bei weiterer Reduktion er- 


halten wir fiir die 3. und 4. Reihe die Koeffizienten 


[cc,2] [0^,2] 

[ZZ,2] 

und endlich fur die vierte Reihe den Koeffizienten [ZZ, 3], der den Wert 
von U ergibt. 

Wenn man nun andererseits mit den Vertikalreihen operiert, indem 
man, wie oben auseinandergesetzt wurde, stalt z sukzessive andere 
Variable einfuhrt, so kann man rc, y, z dabei als beliebig veranderlich 
betracbten, da es fiir die betrachteten Umformungen nicht notig ist, dal?» 
die linken Seiten der ersten drei Gleichungen den Wert Null haben. Nur 
diirften dann in dem Ausdruck 


[a e] rr + [b e\y + [c e]z + \l e\ ^ V 

die ersten drei Glieder nicht weggelassen werden. 

Wie oben gezeigt, treten bei dem Operieren mit den Kolonnen die- 
selben Koeffizienten auf, wie mit den Reihen. Wir fiihren zunachst ein 


x' ^ X + 
und haben dann 


[ab] 

[a a] 


y + 


[ac] 

r n ^ 

[a a] 


[a a] 


[g s] 

[a a] 


[a a] x' = [a s] 

[b a] X' ■Y{hbA\y + [«- c,iiz+ lb U 1] = [6 e] 
[c a] x' + [c Z), 1] 2 / + [c c, 1] z + [c I, 1] = [c e] 
[I a] X’ + [lb,l]y + [Zc, i]z+[ll,i]=U 
— [a six — [b sly — [c s] z, 


und bei weiterer Reduktion 

, , [b h i] 1 

^ ^ [Z. 1] " Z>, 1] 

, , [<: h 2 ] 

[c c, 2] J 

erb^lt man 

[a a] x' — [g s] 

[Zi a] x' + [Z» b, 1] y' = lb e] 

[c a] x' + [c b, 1] y' [c c, 2] z' = [c s] 

[Za]a:'+ [Z Z., 1] j/' + [Z c, 2] z' + [Z Z, 3] = £/ 

— [a a] a; — [Z> a] y — [c a] z. 


(C) 


(C) 


(A) 


Multipliziert man nun die ersten drei Gleichungen mit x, y, z und 
addiert sie zu der letzteren, so ergibt sich 
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{\a a\x \h a\y \c a\ z +[^a])a;' | 

([iJ, i]y+ [ch,i1z + ilb, l])y' [_ 

([cc,2]z+[Zc,2])z' j-^- W 

II I, 3] J 

Die Koeffizieaten von x', y', z' sind nun gerade die linken Seiten der 
Gleickungen, die bei der Operation mit den Horizontalreihen auftreten, 
nfimlicb: 

\aa\x-\- \b a] y [c o] z + [I a] = [a s] 

[b bA]y + [b C,i]z+ [bl, 1] = [b s] [« e] = [b e, 1] 

[c J, 1] y + [c c,l]z+ [c I, 1] = [c e] [a a] = [c a, 1] 

und aus dea letzten beiden Gleicbungen 

[cc, 2]z+ [eZ,2] = [aa, 1] — [J a, 1] = [a a, 2]. 

Wenn man nun dieselben Operationen mit diesen Gleicbungen in 
der Form (A) vornimmt, so erkennt man, da6 [S J, 1] = [6 s, 1] und 

[c c, 2] z' = [c fi, 2] wird. 

Mitbin kann man die Gleicbung (B) in der Form scbreiben: 

[a a] + [b b, 1] + Ic c, 2] 2 '^ + [I h 3] = V. 

Hier aind x' y' z' ebenso wie z vertaderlicbe Gr56en, die durcb die 
Gleicbungen (C) mit einander zusammenbtogen. Als Funktion von y, z 
ist = [(a a; + i 2 + Z)®]. In der Entwicklung kommen nicbt nur 
die Quadrate y\ 2 ®, sondern aucb die Produkte xy^y xz vor. Nach 
Einfiibrung der Vertoderlicben x\ y\ 2 ' kommen nur die Quadrate vor. 
Der Minimumswert [Z Z, 3] ergibt sicb fiir a;' = 2 /' = 2 ' = 0. Dieselbe 
Recbnung, durcb welche man die Unbekannten y, 2 , die V zum Minimum 
macben, berecbnet, liefert zugleicb die Reduktion der quadratiscben 
Form U auf eine Summe von Quadraten. Dasselbe gilt fur eine beliebige 
Anzabl von Vertoderlicben* 

Das gleicbe gilt aucb fur eine beliebige quadratiscbe Form von 
xy z. Sei 

v = Oil a? + flaa 2 /® + as3 z* + 2 a; y + 2 Ois a: z 

+ 2 023 y 2 + 2 ai4 » + 2 Om 2/ + 2 034 z + a 44. 

Sei Ou ^ 0, so werde gesetzt 

x^ ^x + —y ^ 2 + CLu- 

ail 


Alsdann ist 
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V — (J'n if + a' S3 s® + 2 a'^ z/ z + 2 a'^ ^ + 2 a'34 z + a'44), 

wo 

aj2 


“12 , ^13 

■ ” ^12? ^ 33 ~ ^33 ^13? ^^23 ~ 

^11 dt 


d 9 ^ — — (Z< 

«« „ x *7 — c>i 3 '*' 13 ? 23 — *'*'23 

%1 ^11 

Sohreiben wir das symmetrische System der Koeffizienten 

®11 ®12 ^J 3 ®]4 

^21 ^22 ®23 ^24 

^31 ^32 ^33 ^34 

^41 <^42 ^43 *^ 44 ? 


ai3 USW. 


WO ai2 — ^21 USW., und reduzieren wir das System, indem wir die Glieder 

der ersten Reihe mit — , — , — multipliziert von denen der zweiten 
^11 <^11 ^11 

dritten, vierten, abziehen, so gehen diese uber in das System 


^'22 

®'23 

«'24 

d 32 

a'33 

34 

d 42 

a'43 



welohe grade die Koeffizienten der quadratischen Form von y und z bilden, 
die nach Abtrennung des Gliedes x'^ librigbleibt. So geht das weiter. 

ct)^ q/ 

Man setzt jetzt y'=y-\.-^z-\--^ und erhalt 

^22 ^22 


WO 


V — o;'*' -j- a'22 + <^^^33 2^ + 2 z + ^'^44? 


33 = « 


^ , ^32 

S3 / * 23? ^34 — ^34 7? ' ^ 24? 

22 ^22 

,/ , «^'42 

d 44 — a 44 -7 • a 24. 


Dies sind wieder dieselben Koeffizienten, die siob bei der Operation mit 
den Reihen ergeben. Endlicb wird nun gesetzt 


/ , - 34 

2 + 


33 


wodurch U iibergebt in 

U = ayy x'^ + a'22 y'^ + a” S 3 z'® + a"'n, 

^ 43 


wo 


a 44 — a 44 u. 34. 

d 44 


Auf diese Weise kann die Untersuchtmg, zu welchem Typus eine 
Fl^ohe zweiten -Grades gehort, die durch ihre Gleichung gegeben ist, be- 
,quem ausgefiibrt warden. ^ 
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Bei Spiel. Die Gleiohung der FlSche sei: 

10 0 ? + 2 /® + 3 a® — Ixy + ^xz-^^yz — “lx -\-^y — 4z4-l = 0. 

Man bildet das symmetrische Koeffizientensystern, von dem die 
zweiinal vorkommenden Glieder nur einmal hingeschrieben zu werden 
brauoben, und reduziert es in der erlauterten Weise: 

W — 1 + 2—1 

+1 +3+4 

+ 0.1 — 0.2 + 0.1 
+ 3—2 
+ 0.4 — 0.2 
+ 1 
+ 0.1 

+ 0.9 + 3.2 + 3.9 
+ 2.6 — 1.8 
+ 11.4 + 13.9 
+ 0.9 
+ 16.9 

~ _ 8.8 — 15.7 ' 

— 16.0 
— 28.0 
+ 12.0 

Mithin 10 x'^ + 0.9 y'^ — 8.8 z'^ + 12.0 = 0. 

Die FlSche ist ein zweischaliges Hyperboloid. 



II. Abschnitt. 


Nichtlineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 


§ 5. L6sung einer Gleiclinng dnrch tabellarische Berechnnng. 

Sei 

f{x)==c 

eine beliebige Gleichung fur die Unbekannte x. Wir konnen ihr eine geo- 
metrische Bedeutung geben, wenn wir die Werte von f (a;) als Ordinaten 
zu den Abszissen x auftragen. Die Losungen der Gleichung f (x) = c 
sind die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden, die im Abstand c zur 
aj-Achse parallel gezogen werden kann. Gesetzt, die Werte der Funktion 
/ (x) lagen achon in einer Tabelle geordnet vor, aus der man fiir eine Reihe 
von Werten von x die zugehorigen Funktionswerte entnehmen konnte, 
so wiirden Naherungswerte fur die Losungen der Gleichung in ahnlicher 
Weise gefunden werden kdnnen, wie man mit Hilfe einer Logarithmen- 
tafel zu einem gegebenen Logarithmus die zugehorige Zahl findet. Man 
suoht in der Tabelle diejenigen Stellen auf, wo ein Wert von f (x) kleiner 
ist als c, wahrend der benachbarte Wert grfJBer ist als c, und interpoliert 
dann zwischen den beiden zugehorigen Werten von x unter der Annahme, 
daS die Anderungen von x den Anderungen von / (x) proportional sind. 
Geometrisch gesproohen bedeutet diese Annahme, dafi wir die Kurve 
zwischen den beiden Punkten als geradlinig betrachten und durch ihre 
Sehne ersetzen. Wenn die Kurve nicht eine gerade Linie ist, so enthalt 
diese Annahme einen Fehler, der aber bei einer Kurve, die ihre Richtung 
stetig andert, fiir ein hinreiohend kleines Intervall selbst im Verhaltnis zu 
diesem Intervall beliebig klein wind. Um zu erfahren, ob der so gefundene 
Naherungswert eine Losung der Gleichung mit ausreichender Genauigkeit 
darstellt, kann man in seiner Nachbarschaft die Funktion / (x) fiir Werte 
von X berechnen, die dichter liegen als die Werte der urspriingliohen Tabelle. 
Indem man wieder die beiden Werte von x aufsuoht, fur die / (x) einmal 
groBer und einmal kleiner als c ist, hat man ein Intervall, in dem der ge- 
suchte Wert liegen muB. Unter der Annahme der Proportionalitat der 
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Anderung kann man nun zwischen diesen beiden Werten von wieder 
einen neuen einschalten, der einen genaueren Ntherungswert darstelJt. 
Dieses Verfahren kann man so weit treiben, wie man will. Fiir binreicbend 
kleine Intervalle erbalt man den Wert mit beliebiger Genauigkeit. Es wird 
im allgemeinen nicbt zweckmaCig sein, die Intervalle gleicb sebr klein 
werden zu lassen, weil man dann in der Regel mebr Werte von / (x) be- 
recbnen mufi, ebe man auf das gesucbte Intervall stoBt. 

Beispiel : xlogx = — 0.1450. 

Fiir x> i ist x log x positiv, es konnen also nur die Werte zwiscben 
ic = 0 und ;z: = 1 in Betracbt kommen. Zur ersten Orientierung recbne 
man nun mit vierstelligen Logaritbmen die Werte fiir a; = 0.1, 0.2 etc. 0.9 aus. 


X 

X log X 

0 

0.0000 

0.1 

—0.1000 

0.2 

—0.1398 

0.3 

—0.1569 

0.4 

—0.1592 

0.5 

—0.1505 

0.6- 

—0.1331 

0.7 

—0.1084 

0.8 

—0.0775 

0.9 

. —0.0412 

1.0 

0.0000 


In dem Intervall 0.2 bis 0.3 und in dem Intervall 0.5 bis 0.6 nebmen 
wir nun die Anderungen von x denen von x\ogx proportional an und 
sucben den zu — 0.1450 geborenden Wert von x. 


1) Intervall 0.2 bis 0.3 



0.2 

— 0.1398 

— 0.1398 


0.3 

— 0.1569 

— 0.1450 

52 

Diff.: 0.1 

— 0.0171 

— 0.0052 

~ 0.1 = 0.03 

171 

Das gibt X = 

X 

0.23. Nun wird von ueuem berechnet: 

a: log a: 

0.23 

— 0.1468 

— 0.1450 


0.22 

— 0.1447 

— 0.1447 

0 

Diff.: 0.01 

— 0.0021 

— 0.0003 

O 

o 

o 

11 

o 

o 
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Das gibt X = 0.2214. Bei nochmaliger Rechnung tut man nun 
gut, mehr als vierstellige Logarithmen zu nehmen: 


X 

xlogx 

Diff. 

0.2214 

— 0.1449775 

221 

221 

0.2215 

—0.1449996 

0.2216 

—0.1450217 


Man schliefit aus der Obereinstimmung der beiden Differenzen, dafi, 
soweit die Genauigkeit der Rechnung reicht, den gleichen Anderungen 
von X zwiscben 0.2214 und 0.2216 die gleichen Anderungen von x log x 
entsprechen, und findet nun 


0.1450000 

0.1449996 


221 

X = 0.221502 


X 0.0001 = 0.000002 


2) Intervall 0.5 bis 0.6 

0.5 — 0.1505 — 0.1505 

0.6 — 0.1331 —0.1450 

0.1 + 0.0174 + 0.0055 x 0.1 = 0.03 


Das gibt X = 0.53. Nun wird von neuem berechnet: 


X 

xlogx 

Diff. 

0.53 

—0.1461 

+ 16 

0.54 

— 0.1445 


X 0.01 = 0.007 
lb 

T = 0..537 

Nun werde mit siebenstelligen Logarithmen berechnet 


X 

1 

X log X 

1 

Diff. 

0.537 

— 0.1450040 

166 

0.5371 

—0.1449874 


40 
1 ^ 
X = 0.537024 


X 0.0001 = 0.000024 


Diese Betraohtungen sind nioht strenge. Denn es fehlt der Nach- 
weis, dafi die Funktion a; log a: in den betrachteten Intervallen jeden 
Zwisehenwert ein und nur einmal annimmt. Dieser Nachweis wird durch 
die Betrachtung des DifEerentialquotienten der Funktion erbraoht. , So- 
bald man sich nSmlich liberzeugt, daB der Differentialquotient in einem 
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Intervall endlich ist und nur Werte eines Zeichens bat, so vfird die Funk- 
tion sich mit stetig ■wachsendem x stetig und nur in einer Richtung be- 
wegen und daher jeden zwisohen den beiden Endwerten gelegenen Wert 
ein und nur einmal annehnaen. In diesem Falle z. B. ist die Ableitung: 

log a: + log e 

1 . . ^ J 4 

und ist also zwisohen a; = 0 und x = — negativ, zwisohen a: = — und x 1 

1 ,, 

dagegen positiv. Die Funktion nimmt zwisohen a; = 0 und “ ^1^® 

Werte zwisohen Null und ^ ie einmal an und zwisohen x = — und 

e ^ 

X = I wieder je einmal. 


§ 6. L6sung einer dleichung nach dem Newtonschen Terfahren. 

Statt wie eben die Kurve in oinem Intervall durch ihre Sehne zu 
ersetzen, kann man sie nach Newton auch durch eine Tangente ersetzen. 
Dann gestaltet sich die Reohnung in der folgenden Weise. Es sei Xi ein 
Naherungswert einer Wurzel der Gleiohung 

/ {X) = 0 . *) 

Man seize nun x = Xi + k, so daC 

/ {Xi + h) = 0. 

Nun ist fur kleine Werte von h bis auf GrbCen 2. Ordnung 
f (Xi h) = f (xx) + f (%) 

Mit Vernaohlassigung dieser GrdBen 2. Ordnung erhalton wir dann 
also fur h die Gleiohung ersten Grades 

/ (a) + /' (^i) ^ 

Oder 

/ 

f {Xi)' 

Der Wert ajj + A bildet dann cinen nouen Nahorungswcrt, den wir 
mit *2 bezeichnen und wieder cbenso verbessern konnen wic .Ti. Ist man 
der Wurzel schon oinigermallen nahe, so wird die Gcnaingkcit alsbald 

•) Wenn oben f(x)=c gesehriebeu wai, so moge man sich hier f{x) — c = () 
gesetzt und die Difforenz f(x) — c mit fix) bezoiohnot denken. 



§ G. Losung einer Gleichung nach dem Newtonschen Verfahren, 
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selir grofi. Da die Verbesserung h meistens nur auf wenige Stellen be- 
rechiiet zu werden brauchi, so ist es nicht notig, den Wert von / (x^) und 
f (jTi) mit groCer relativer Genauigkeit zu berecbnen. 

1. BeispieL Es werde der Ndherungswert = 0.2 fur die Wurzel 
der Gleichung 

X log a: = — 0.145 


zum Ausgangspunkt genommen. 

/ (x) = X log X + 0.145 
f'(x')= log a? 4- log e. 



/ (.^v) 

/' M • 

fM 
r (^r) 

= 0.2 

+ 0.0052 

— 0.265 

+ 0.0196 

Xa = 0.2196 

+ 0.000122 

—0.224 

+ 0.00188 

a'3 = 0.22148 

Xi = 0.221501 

+ 0.0000047 

—0.220 

1 + 0.000021 

i 


Wie weit man berechtigt ist, die Kurve durch ihre Tangente zu 
ersetzen, erkennt man an den Anderungen der Werte /' (Xy). Fur das 
ganze Interval! x^ bis x^z. B. wird f (x) = — 0.220 gesetzt werden kbnnen, 
d. h. die Anderungen von / {x) sind in diesem Intervall bis auf weniger als 
I Prozent ihres Betrages den Anderungen von x proportional. 

Wie man siehfc, ist die Berechnung mit Hilfe der Tangente kurzer 
als die Berechnung mit Hilfe der Sehne, vorausgesetzt, daC f {x) nicht 
umsttodlicher zu berecbnen ist als / (rr). 

2. Beispiel: / (a;) = sin a; — x cos a; = 0 

f (a;) = X sin x. 

Da /( — ic) = — f (oo)^ so gehort zu jeder positiven Wurzel eine 
negative von gleichem absoluten Betrage und umgekehrt. Wir brauchen 
daher nur die positiven Wurzeln aufzusuchen. f (x) ist positiv fiir x 
zwischen 0 und jr, negativ fiir x zwischen ut und 2 jt, wieder positiv fiir x 
zwischen 2 ti und 3 tv usw. Daher wird / (x) ein Maximum fur x — Ttj 
Stc, etc. und ein Minimum fiir a; = 2 :7r, 4 tt, 6 etc. Die Maximal- 
werte sind gleich tt, 3 bn etc., die Minimalwerte gleich — 2 ;r, — in^ 
— 6 at etc. Zwischen jedem Maximalwert und dem folgenden Minimal- 
wert liegt eine und nur eine Wurzel und ebenso zwischen jedem Minimal- 
wert und dem folgenden Maximalwert. Um z. B. die Wurzel zwischen 

n 

X ^ bn und a; = 6 at auszurechnen, werde = 5 at + ‘o erster Nahe- 
rungswert angenommen. 
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Xr 


n^r) 

/ M 

r M 

71 

ajj = 5 71 4- 2 

— 1 

— 17.3 

—0.058 =— 0.0184 JT 

ajj = 4- 5.4816 TT 
aig = -(- 5.481537 7t 

— 0.00342 

— 17.2 

—0.000199 = —0.000063 JT 


Der Wert von f' (x) andert sich. in den drei Stellen — 17.2 nichi 
mehr. Die Anderungen von x sind daher bis auf weniger als J Prozent 
ihres Betrages denen von f{x) proportional. Mithin muB die zuletzt be- 
rechnete Verbesserung und daber aueb der Wert von in den hinge- 


Bchriebenen Ziffern ricbtig sein. 

Unter Umstanden kann es zweckmaBiger sein, /' {x) nicht durcb 
Differentiation zu bilden, sondern es dadurch gen&hert zu finden, daB 
man bei der Berechnung von / (a;) zugleiob die Anderung f [x h) — / {x) 
berechnet, wo fiir h eine kleine GroBe, z. B. die Einheit der 1. oder 2. oder 

^ . / (^ + ^) / (^) Xl. 4. 

3. etc. Dezimale, angenommen wird. Dannist r genanert 


gleich f {x). Besonders dann ist die Rechnung bequem, wenn / (a;) aus 
einer Summe von Gliedern bestebt, deren einzelne Werte aus fertigen 
Tabellen entnommen werden. Man kann dann fiir jedes Glied die Differenz 
zweier aufeinanderfolgender Werte der Tabelle bilden iind auf diese W^eise 
den Unterscbied der Werte der Funktion fur eine gegebene kleine Anderung 
von X zusammensetzen. 

Wir konnen z. B. die oben betracbtete Gleicbung 


sin X — X cos a; == 0 

auf folgende Weise bebandeln. Sei 5.5 n als erster Naberungswert gegeben, 
so setzen wir zunacbst a; = 5.5 7z — u und haben dann 


oder 


— cos u + (5.5 n — It) sin u ,= 0 
(5.5 TT — u) tg u = 1 


oder 

log (5.5 : 7 r — w) + log tg w = 0. 

Wir setzen nun w = — , wo ^ == 60.60; dann ist n gleich 

g 71 

dem Winkel m in Sekunden gemessen. Die Gleicbung gebt dadurcb iiber in 
— log'^ + log (3564000-/1) + log tg (u)^ 0. 

Man kann nun bier n = 0 nicht als^ersten Naberungswert braucben, 
vreil log tg u dafiir unendlicb wird. Da indessen n gegen 3564000 klein 
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ist, so kaan maa in log (3564000 — n) zunSohst n = 0 setzen und den 
Winkel so bestimmen, daB log tg u = log g — log (3564000). 

log Q = 5.314425 
log 3564000 = 6.551938 

log tg u = 8.762487 u : 3» 18' 44" 
n = 11924" 


Dieser Winkel werde als erster Naherungswert eingefuhrt. 


1) 3564000 

— 11924 
3552076 


— log? = 4.6855749— 10 
log 3552076 = 6.5504823 
log tg M = 8.7624810 — 10 


9.9985382 — 10 
= —0.0014618 
+ 14618 


+ 364 


= + 40.1 


Anderung fur 1" 
in Einheiten 
der letzten Stelle 

— 1 
+ 365 
+ 364 


erster Naberungswert n = 11924 
Korrektion + 40.1 

zweiter Naherungswert n = 11964.1" (3® 19' 24,1") 


2) 3564000 
— 11964.1 

3552035.9 


— log $ = 4.6855749 — 10 
log 3552035.9 = 6.5504774 

log tg u = 8.7639423 — 10 


9.9999946 — 10 
= —0.0000054 


+ 54 
+ 365 
11964.1 


= 0.15 


Anderung fur 1" 
in Emheiten 
der letzten Stelle 

— 1 
+ 366 
+ 365 


+ 0.15 

dritter Naherungswert 11964.25" (3® 19' 24.25"). 


Will man den Wert noch genauer hahen, so mufite man die Loga- 
rithmen auf mehr als 7 Stellen aufschlagen. Denn wenn die siebente Stelle 
der Summe der 3 Glieder auf 1.5 Einheiten unsioher ist, wird die daraus 

‘ 1.5 

entspringende Unsicherheit der Verbesserung von n etwa ^ Sekunden 
betragen. 
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§ 7. Bereehnnng der Wurzeln diu’ch Iteration. 

Wenn die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden soli, auf die 

Form 

X — (p (x) 

gebracht werden kann und dabei erreioht werden kann, da6 die Funktion 
<p {x) in der Nbhe der Wurzel sick nur langsam mit x findert, so Ibfit sich 
die folgende Methods der Berechnung mit Vorteil anwenden. Es sei 
ein Nbherungswert der Wurzel. Setzt man nun 


aja = 9? (%), 


30 ist Xi ein neuer Naherungswert. Unter der gemachten Voraussetzung 
mu6 dann x^ der Wurzel nahekommen. Denn bezeicknet x die Wurzel 
selbst, so erkalt man durck Subtraktion der beiden Gleiohungen 


X = (p {x) 

^2=9 (^i) 

die Gleickung 

X — x^— <p(x) — rp (ail). 


Nach der Voraussetzung soil aber <p (xj) sehr wenig von p (x) verschieden 
sein. Folglich ist auch x^ sehr wenig von x verschieden. 

So konnen wir z. B. die Gleickung 


so schreiben: 


21 a:^ —53 x’’ + 65 a.® + 312 z* — 74 == 0 



65 

312 




53 


312 


21 

3U 




In der Nahe der positiven Wurzel kndert sich die reckte Seite nur 
langsam. Denn die positive Wurzel ist, wie man durch Einsetzen von 
a: = 1 findet, kleiner als 1 und daher spielen die Glieder mit z®, x’, x^ auf 
der rechten Seite eine geringe Rolle. Wird als erste Anndherung a; = 0 


genommen, so ergibt sich als folgende AnnSherung x = 



Benutzt naan diese neue Aimkherung wieder in derselben Weise, so ergibt 
sich als folgende Anndkerung 

0.4821 


und, wenn dieser Wert benutzt wird, als folgende Anndherung 

0.48247 

und mit diesem wiederum 

0.482454. 

Man bemerke, dafl die Naherungswerte abweohselnd zu grofi und zu klein 
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sind. Das muB immer der Fall sein, wenn cp (x) m der Nalie der 
Wurzel mit waohsendem x abnimmt. Denn, wenn x^^ > x^ so ist alsdann 
q) (x) —cp (x^) > 0 und daher x — rc3> 0, d. h. X2 < x] wenn anderseits 
Xi < X, so ist (p {x) — cp (iCi) < 0 und daher x — X2<0^ d. h. X2 > x. 
Wenn dagegen (p (x) in der Nahe der Wurzel mit wachsendem x zu- 
nimmt, so bleiben die sukzessiven Naherungen auf derselben Seite der 
Wurzel. 

Um die Geschwindigkeit, mit welcher die Ann^erung an die Wurzel 
vor sich geht, zu erkennen, betrachte man den Differentialquotienten 
von 99 (^). Ist dieser in der Nahe der Wurzel seinem absoluten Betrage 
nach nicht groBer als ein echter Bruch m, so 1st g) {x) — cp (x^) dem 
absoluten Betrage nach nicht groBer als m (x — x^) und folglich auch 
X — X2 dem absoluten Betrage nach nicht groBer als m {x — x^). Die 
Abweichung des folgenden Naherungswertes x^ von der Wurzel x ist 
dann absolut genommen nicht gr5Ber als m {x — X2), d. i. nicht groBer 
als m^(x~r-Xi) u, s, f. Es vermindert sich mithin bei jedem Schritte 
die Abweichung von der Wurzel mindestens in dem Verh^tnis mil. 
So kann man in dem eben gerechneten Beispiel 99' (x) in der Nahe der 
Wurzel genahert berechnen 


1 1 — 325^^ + 371rc«. 


■273a:i2 


2 1/312 V74 — 65 *5 + 53 a:’ — a; 12 ^-^ 


Mithin genahert 
9' (^) = 


1 325 0^ 


2 312 cp [x) 


1 325 
'2 ^ 


x^=:—0.0Q. 


Man kann in der N&e der Wurzel m < 0.07 annehmen. Nach 4 
Schritten vermindert sich also die Entfernung von der Wurzel auf weniger 
als 25 Millionstel der ersten Entfernung. Diese Art der Rechnung laBt 
sich hilufig auch bei transzendenten Gleichungen mit Vorteil anwenden. 
Sie liegt auch manchen astronomischen und physikalischen Rechnungen 
zu Grunde, bei denen hHufig kleine Korrektionsglieder die zu berechnende 
GroBe selbst enthalten. Wofern die Korrektionsglieder sich nicht wesent- 
lich andern, wenn man einen Naherungswert statt des wahren Wertes 
einsetzt, benutzt man sie, um eine genauere Annaherung zu finden. Wenn 
man z. B, aus einer Monddistanz die geographische Lange eines Ortes 
berechnen will, so kommt bei der Reduktion der Monddistanz auf den 
Erdmittelpunkt die gesuchte Lange selbst vor. Gewohnlich wird der hierbei 
angenommene Wert der Lange dem wahren Wert hinreichend nahe sein, 
um die Korrektion hinreichend genau zu ergeben. Sonst muBte man 
grade wie oben mit dem ermittelten Werte die Rechnung wiederholen. 

Rurge, Praxis der Gleiohungen. 4 
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Die Gleichung 

tg (a:) = X 

hat in jedem Intervall, in welohem tg (a:) alle Werte von — oo bis + oo 
durohlauft, eiue und nur eine Wurzel. Denn tg (x) wftchst rascher als x 

n 

und iiberholt daher jedesmal den Wert x. So liegt z. B, zwischen — - 


70 • 7t 

und + TT eine Wurzel (n^mlich x = 0), ebenso zwischen + "tt und 3 
2 2 2 

7t 70 

3— und B-r- u. s. w. Ftir die groGeren Wurzeln eignet sich die eben aus- 
2 2 

einandergesetzte Methode vortrefflich, wenn man die Gleichung in der 
Form schreibt: 

X = arc tg X. 

Denn der Differ entialquotient der rechten Seite ist gleich 

1 


1 H- ’ 

wird also fiir groBe Werte von x sehr kiein. Geht man z. B. von dem Werte 


% 


= 7 y aus, m dessen N^he eine Wurzel liegen muB, so ist ^ < 0.01. 

Bei jedem Schritt miiB daher die Entfernung von der Wurzel sich auf 
weniger als ihren hundertsten Teil verkleinern. 


^ log 3.5 ^ 0.544068 

’■2 log jr = 0.49715 0 

log x-y — 1.041218 
arc tg Xy : 840 48' 26" + 3 x 180® 

.Tg = 3.47115 jr log 3.47115 = 0.540473 

logjr = 0.497150 
log x^ = 1.037623 
arc tg x ^ : 84® 45' 38" + 3 x 180® 
arg = 3.47089 re log 3.47085 = 0.540441 

log 71 = 0.497150 

log x^ == 1.037591 
arc tg x^ : 84® 45' 36". 6 

Xiy — 3.47089 n. 

Die letzte Rechnung todert den vorlelzten Naherungswert nicht 
mehr in den noch aufgefiihrten Stellen. Damit hat man die Gewahr, daB 
die ermittelten Stellen richtig sind. Die Abweichung des ersten Naherungs- 
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wertes % betrS.gt weniger als 0.03; daher muB nach der obigen Uberlegung 
der Fehler von aig weniger als 0.0003 und der von weniger als 0.000003 
betragen. 

Mit zentesimaler Teilung ist die Rechnung wesentlich bequemer, 
weil die Umrechnung des Winkels in Bruchteile von n wegfallt. 

11 

log 3.5 = 0.544068 
logTT = 0.497150 

1.041218 
arc tg aji = 694^.2261 

X. = 6.942261 ^ 

® 2 

log 6.94226 = 0.841501 


log ^ = 0.196120 

2i 

1.037621 
arc tg x^ — 694*’.1783 

a;3 = 6.941783 

log 6.94178 = 0.841471 


log !■ = 0.196120 

1.037591 

arc tg x^ — 694^.1780 


Xi = 6.941780 

Jt 


§ 8. Amvendung auf die Umkehrung einer Reihe. 

In ahnlioher Weise laBt sioh die Umkehrung einer Reihe ausfuhren. 
Es sei z. B. 

a® a* 

2/ = a:e® = a: + a.®+^4--^ + ••• 

und es soli fiir einen kleinen Wert von y der zugehSrige Wert von x be- 
reohnet werden, so kann man schreiben 

a* a* 

1st X klein, so andert sich die reohte Seite fiir einen gegebenen Wert 
von y nur langsam mit x und man kann daher das eben auseinandergesetzte 

4 * 
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Verfahren anwenden. Bei den ersten Annaherungen, deren Fehlei’ nooh 
nicht sehr klein geworden ist, braucht man nur wenige Glieder zu beruck- 
sicbtigen. Z. B. 

y = 0.1 u'l == 0.1 

.rj = 0.1 

— 0.01 
0.09 

j-s = 0.1 

— 0.0081 

— 0.0004 
~ 0.0915 

= 0.1 

— 0.00837 

— 38 

— 1 
0.09124 

J'5 = 0.1 

— 0.00832 

— 38 

— 1 
0.09129 

a-g = 0.1 

— 0.008334 

— 380 

— 10 
0.09128 

Von bier ab wird die fiinfte Dezimale nicht mehr gefindert. 

Man kann die Gleichung auf mancherlei andere Formen bringen, 
bei denen dasselbe Verfahren noch rascher zum Ziel fiihrt. Z. B. 

a;® + a: + 0.25 = 0.25 + 2/ — — — ^ — 

mithin 

a. = _o.5+]/o.25 + y-|i— . 

Zur Berechnung der ersten Stellen der Quadratwurzel bedient man 
sich dabei zweckmaBig einer Tafel der Quadratzahlen. Z. B. 
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y = 0.1 sci — 0.1 

= — 0.5 + 1 / 0 . 3 ^ 

= — 0.5 
+ 0.591 

+ 0.09r 

= — 0.5 + 1 / 0^49613 
= 0.09128 

= — 0.5 + 1 / 0.3496078 
= 0 . 091277 . 

Aufgabe. Zwischen zwei gleich hohen Punkten, deren Entfernung c 
bekannt ist, werde eine Kette von bekannter LSnge I aufgehangt. Man 
soli die Gleichung der Kettenlinie finden. 

Die Gleichung der Kettenlinie hat die Form 

X 

y ^ a Cof — 

Der Wert von a ist aus den Werten von c und I zu bereelmen. Die 
Lange I der Kettenlinie ist durch die Gleichung gegeben: 


I ^2 a Sitt 

2 a 


Aus dieser Gleichung ist a zu borechnen. 
hat man; 

I li® 

-Ii = u+ — + -+••• 

Oder, wenn durch u auf beiden Sciten dividiert wird: 

I li® 

1 

c 3! 5! 


Man setze — = b, so 

Ji Of 


Oder 




4.5 


4.5.6.7 


Fiir den Fall einer einigermaBen flach gestreckten Kette ist 6 — ij 

klein. Man kann dann in der beschriebenen Weise den Wert von u® und 
daraus den Wert von a sehr rasoh ermitteln. 

Es sei z. B. c = 100 m, I = 105 m und also 6 ~ 
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Ill* = ^-3 

» 2 * = 0.3 

— 0.0045 
0-2955 

1 I 3 * = 0.3 

— 0.00437 

— 0.00003 
0.29560 

Da der Dilferentialquotient der rechten Seite negativ ist, so sind die 
Nfiherungswerte abwechselnd groBer und kleiner als die Wurzel der 
Gleichung. Nun hat man 

log u* = 9.47070 

log = 9.73535 
2 a 

log 4 = 1.69897 

Ji 

log a — 1.96362 a = 91.96 m. 


Urn zu beurteilen, wie schnell diesVerfabren konvergiert, hat man, 
weim It* = z geschrieben wird, in der Gleichung 


z — 6 



4.5.6.7 


die rechte Seite zii difEerentiieren. Ist in der Nahe des gesuchten Wertes 
von z der Differentialquotient 


2 3 

4.5 ^ “ 4.5.6.7 


absolut genommen nioht grSBer als ein echter Bruch m, so vermindert 
sioh der Fehler bei jeder folgenden Annaherung mindestens auf den Bruch- 
teil m seines vorigen Betrages. Damit das Verfahren schnell zum Ziele 
fiihre, muB der Wert des Differentialquotienten ein kleiner echter Bruch 
sein. !»■]’ 

Es moge berechnet werden, fiir welchen Wert von z der Differential- 
quotient absolut genommen gleich 0.1 ist. 


0.1 = — 2 


4.5 ‘ 4.5.6.7 


z* -h 


oder 


2=1 


, 


2.6.7 2.6.7 .8.9 
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= 1 
2 j» = 1 

— 0.036 

— 0.001 

0.963 

23 = 1 

— 0.033 

— 0.001 

0.966 

Die nachste Annaherung unterscheidet sich in den hingeschriebenen 

I 

Stellen nicbt mehr von 23 . Der Wert von — ergibt sicb daraus gleicb 1.169. 

Wenn also die Lange der Kette nicbt mehr als etwa 17 Prozent langer ist, 
als die Entfernung der Aufhangungspunkte, so vermindert sicb bei der 
Berechnung des Wertes a der Febler von mit jedem Scbritte auf min- 

l 

destens ein Zebntel seines vorigen Betrages. Bei dem Wert — = 1.169 

c 

ist die Pfeilhobe der Kette etwa gleicb dem vierten Teil der Entfernung 
der Aufhangungspunkte. 

Mit Hilfe von Tabellen fiir log 3itl u kann die Rechnung fur be- 
liebige Werte von -- bequem ausgefiibrt werden. Man braucbt nur die 
Gleicbung 

— M = Sltt U 
C 

in die Form zu bnngen: 

log Z — log c = log Sin u — \ogu 
und findet z. B. fiir Z = 25, c = 7 

log Z = 1.3979 
log c = 0.8451 
0.5528 

Nun versucbt man einzelne Werte von u, z. B. 

u =3 log Sin u = 1.0008 
log u = 0.4771 

0.5237 zu Irlein 

u = 3.1 log Sin ^ = 1-0444 
log u = 0.4914 

0.5530 zu groB 
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n = 3.09 log Sitl = 1.0400 
log u = 0.4900 

0.5500 zu klein. 

Die Verniinderung von log — log n betr^tgt zwischen ii = 3.10 
und ii = 3.09 dreiBig Einheiten der vierten Stelle. Da man in diesem 
Intervall, wenn keine groBere Genauigkeit verlangt wird, die Anderung der 
Anderung von ii proportional setzen kann, so findet man demnacli 

n = 3.099 

und mithin 

a = ~ = 1.130. 
i u 


Das auf S. 52 bescliriebene Newbonsche Verfahren zur Berechnung 
sukzessiver Naherungen kann als ein spezieller Fall des hier betracli- 
teten Iterations -Verfabrens aufgefaBt werden. Eine Wurzel der Gleichung 
/ (a:) = 0 muB ntolich auch die Gleichung 


befriedigen. 


Der Differentialquotient der rechten Seite ist gleich 

f{^)r (^) 

/' {^)r {x) 


und wild also in der N^he einer einfachen Wurzel der Gleichung / (a?) == 0 
sehr klein. Wir konnen daher mit Hilfe eines Naherungswertes x-^ einen 
besseren Naherungswert durch Einsetzen von Xi in die rechte Seite der 
Gleichung finden: 


% 


f{Xi) 


Dies ist nichts anderes als das Ne-wtonsche Verfahren. Die Ge- 
schwindigkeit der Annaherung laGt sich nun auf folgende Weise iiber- 
schlagen. Man hat wie oben: 


x — X2 = q>{x) — <p (a-i), 


wo X die Wurzel selbst bedeutet und (p (x) fur x 
Nun ist nach dem Taylorschen Satze 


/(a?) 

/' {X) 


geschrieben ist. 


(p(Xi) <p' (x) («! ~x) 


<p"{x) 


- ix^—xf + 


2 ! 
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und da (p' (x) = 0, <p" (x) 


r {X) 
r(^) 


ist, so hat man in der Nahe der 


Wurzel unter VernachlcLssigung der Glieder hoherer Ordnung: 

1 f" ix) 

<p (Xj) — q) (a;) (^ — a-j)®. 


2 /' (a-) 


Schreibt man der Kiirze halber 


1 r ix) 

2 r {X) 

so kann man bis auf den Betrag der Glieder hdberer Ordnung genau setzen 

cc — x^ = m {x — 

Oder 

m {x — x^) = [m {x — 

und daber 

m {x — %) = [m {x — x, 2 )]^ = [m {x — %) 

7 n {x — X 4 ) = [m {x — X 2 i)]^ = [m {x — ajg)]* = [m {x — 

usw. 

Der Febler der sukzessiven Naberungen vermindert sicb also pro- 
portional der 2., 4., 8,, 16. . . . Potenz von m (x — Xi). Es muB dabei 
m {x — Xj) absolut genommen kleiner als 1 sein und es miissen die ver- 
nacblUssigten Glieder klein genug sein, um die Vernacblassigung zu recht- 
fertigen. Danacb kann man die Annaberung an die Wurzel iiberscblagen. 
So ist z. B. bei dem auf S. 52 bebandelten Beispiele etwa 7n == + 4.5 und 
m{x — Xi) dem absoluten Betrage nacb kleiner als 0.1. Daraus ergibt sicb, 
dafi die Febler der folgenden Naberungen kleiner sind als 

~0.01, -0.0001, -0.00000001 usf. 
m m m 

Aus den Gleichungen m {x — Xz) = [m (x — %)]^ usw. folgt noch 
eine Eigentiimlichkeit des Newtonscben Verfahrens. Da namlicb biernaoh 
m {x — o^a), m {x — x^) usw. alle positiv sein mtissen, so haben x — x^, 
X — ajg usw. dasselbe Vorzeichen wie m, Wenn m positiv ist, so sind rcg, x^ 
usw. alle kleiner als x, wenn m negativ ist, dagegen groBer als x. Die erste 
Annaberung kann hingegen in beiden Fallen sowobl grofier wie kleiner 
als X sein. 



III. Abschnitt. 


Jfichtlineare Gleichuugeu mit mehreren 
TJnbekannteii. 


§ 9. Die Newtonsche Methode. 

Die Newtonsche Methode sich auch bei mehreren Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten durchfuhren. Sobald fur die Unbekannten 
einigermaBen genaue Naherungswerte bekannt sind, kann man als Un- 
bekannte die Verbesserungen der Naherungswerte einfiihren und kann die 
gegebenen Gleichungen, indem man die Glieder zweiter Ordnung vernach- 
lassigt, als linoare Gleichungen fiir diese Verbesserungen ansehen. Es seien 

f{xy) = (i 
g [xy) = 0 

zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y und es seien Werte, fur 
welche die Gleichungen nahezu befriedigt sind, d. h. fur welohe / {x^yi) und 
g (oJi j/i) sehr wenig von Null verschieden sind. Setzt man nun x — Xi-\- h, 
y =yi + k, so kann man bei Vernachlassigung der Glieder zweiter 
Ordnung schreiben: 

f (xy) = f {xiyi) + fih + 
g{xy) = g (% yi) +gik + gs k, 

wo /i und /a die partiellen Differentialquotienten von / nach x und y und g^ 
und ga die von g bedeuten. Man erhalt so fur h und k die beiden linearen 
Gleichungen: 

fik f%k f (Xi yi) = 0 
gik + g^k + g {Xi yi) = 0, 

die nach der oben beschriebenen Methode aufgeldst werden konnen. Da 
h und k klein sind, so brauchen die Koeffizienten dieser Gleichungen nur 
auf wenige Stellen ausgereohnet zu werden. 

Geometrisch gesprochen sind die beiden Kurven 

/ { xy )=^0 

g (xy) = 0 



§ 9. Die Newtonsehe Methode. 


59 


fur die Punkte in der Nahe von Xi durcli die geraden Linien 

/ (^1 Vi) + /i + U (y — 2/i) = 0 

^ (^L Vi) + 91 (x—xj)'+ g2 iy — yi) == 0 

ersetzt, deren Schnittpunkt dann anstatt des Schnittpunktes der beiden 
Kurven genommen wird. Wenn es notig ist, kann man dieselbe Operation 
wiederholen, indem man statt Xi die verbesserten Werte + A, + Ar 
nimmt usf. 

In manchen Fallen sind Naherungs werte fiir die beiden Unbekannten 
schon von vornherein bekannt. Wenn z. B. auf See Lange und Breite 
aus den beobachteten Hohenwinkeln zweier Gestirne gefunden werden 
sollen, so ist man von vornherein durch die Logge-Rechnung hber den Ort 
des Schiffes ziemlich gut unterrichtet. Es handelt sioh nur darum, die 
Werte der Logge-Rechnung durch die Beobachtung zu korrigieren. Sind 
und jfg die St unden winkel zweier Gestirne fiir einen in Greenwich befind- 
lichen Beobachter, sind ferner <p und X die geographische Breite und 
Ltoge des Schiffsortes (die Ldnge auf Greenwich bezogen und wie der 
Stundenwinkel nach Osten negativ, nach Westen positiv gerechnet), sind 
endlich ^2 die Deklinationen und Ag die durch Beobachtung gefunde- 
nen wahren Hohenwinkel der beiden Gestirne, so hat man zur Bestimmung 
von <p und X die beiden Gleiohungen: 

sin Ai = sin cp sin 5^ + cos cp cos di cos {X — ^i) 
sin Ag = sin (p sin dg + ^2 cos {X — ^ 2 )* 

Denn das spharische Dreieck?-, dessen drei Ecken Pol, Zenith und 
Gestirn sind, hat zu Seiten 90® — % 90® — d, 90® — A und der Seite 
90® — A gegeniiber den Winkel t — X, Wird der Winkel gegenuber der 
Seite 90® — d (das Azimut des Gestirns) mit a bezeichnet, und positiv 
Oder negativ gerechnet, je nachdem der Stundenwinkel positiv oder 
negativ ist, so hat man, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

dA dA 

-I — = cos a, -r-T = cos w sin a. 

o <p 0 X 

Nun setze man zunachst fiir <p und A die N^herungswerte ein und 
berechne nach den obigen beiden Gleichungen die zugehorigen Hohen- 
winkel, die mit bezeichnet werden mogen, wahrend A^ und die 

durch die Beobachtung gefundenen Hohenwinkel bezeichnen. Sind nun 
A <p und A X die Verbesserungen der Naherungswerte, so hat man, in- 
dem man sich A^ und nach Potenzen von A (p und A X entwickelt 
denkt und die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt: 

Ai — Hi = cos % A 9 ? + cos 9 ? sin ai A A 
Ag — /fg = cos a^A<p + (i>os<p sin A X. 
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Man kann die beiden Geraden, die durch diese Gleichung dargestelJt 
werden, wenn man A (p und cos 9 P A A als rechtwinklige Koordinaten 
auffafit, auch in die Seekarte eintragen und ibren Schnittpunkt durch 
Zeichnung finden. Eine solche Gerade heiBt bei den Seeleuten eine Stand- 
linie oder auch eine Sumner Linie nach dem amerikanischen Kapiton 
Sumner, der die Betrachtung dieser Linien zuerst einfiihrte. Auch eine 
einzige Hohenbeobachtung lafit sicb mit Hilfe der Standlinie verwerten. 
Obgleich aus einer einzigen Hohe Ltoge und Breite nicht berechnet werden 
konnen, so erfahrt man wenigstens, daB das Schiff sich auf einer bestimmten 
Linie befindet. 

Wenn die beiden Beobachtungen von h-^ und nicht gleichzeitig 
gemacht sind, so wird im allgemeinen das Schiff inzwischen seinen Ort ver- 
todert haben. Die Naherungswerte von cp und X werden dann fixr die 
zweite Beobachtung entsprechend der Ortsvertoderung des Schiffes ge- 
midert sein. Die Gleichungen fiir die Verbesserungen A <p und A X sind 
ebenso zu bilden, wie oben. Die berechneten A <p und A X geben dann 
mit den ersten N^herungswerten von <p und X die verbesserte Lange und 
Breite zur Zeit der ersten Beobachtung und mit den zweiten N§.herungs- 
werten die verbesserte Lange und Breite zur Zeit der zweiten Beobachtung. 

Beispiel. Am 30. Oktober 1897 vormittags, Greenwicher Zeit: 
29. Oktober, 18^ 56*^ 50^®® wurde der Hohenwinkel des Sirius gemessen und 
nach Anbringung der Korrektionen wegen Refraktion und Kimmtiefe 
gleich 17® 56', 5 gefunden. Die Loggerechnung ergab zur Zeit der Beob- 
achtung 49® 56' nordlicher Breite und 11® 23'.0 westlicher Lange. 

Zwanzig Minuten spater Greenwicher Zeit: 19^ 16^ 50®®® wurde der 
Hohenwinkel der Venus gemessen und nach Anbringung der Korrektionen 
gleich 25® 25'.6 gefunden. Das Schiff hatte sich inzwischen mit einer Ge- 
schwindigkeit von etwa 17.5 Knoten nach Osten bewegt, so daB zur Zeit 
der zweiten Beobachtung nach der Logge-Rechnung die Breite dieselbe, 
17.5 

die Lange aber = 9'.0 ostlicher geworden war. Aus dem nauti- 

3 cos 9 ? 

schen Jahrbuch findet man Rektaszension und Dekiination der beiden Ge- 
stirne zur Zeit der Beobachtung und die Greenwicher Sternzeit. 

Rektaszension Dekiination Greenwicher Sternzeit 

Sirius 6^ 40^ 40.6®®® — 16® 34' 18" 9^ 32^^ 15,0®®® 

Venus 12^ 43»'‘ 33.5®®® — 3® 6 ' 5" 9* 52”^ 18.3®®® 

Der Greenwicher Stundenwinkel ist die Differenz zwischen Green- 
wicher Sternzeit und der Rektaszension. Er ergibt sich fiir Sirius gleich 
5 jm Venus gleich — (2* 51^ 15.2®®®). 

Aus diosen Daten orgibt sich fur Sirius AT = j7® 55.2 und a = 148®, 



§ 9. Die Newtonsche Methode. 


61 


fiir Venus H = 25^ 28'. 4 imd a = — i2P unci wir erhalten fiir A <p und 
A A die beiden Gleicliungen: 

+ 0.34 aX — 1.3 == 0 

— 0.55 A X "*}“ 2.8 = 0 

— 1.3 1.6 

+ 2.8 — 1.3 A(p = 0'.4 

— 0.8 oT 

-0.76 +”3^ A2 = -f4'.7 


— 0.85 A (p 

— 0.52 A cp 

— 0.85 +0.34 

— 0.52 —0.55 

+ 0.21 


Die Breite der Loggerechnung mu 6 demnach um O'. 4 nordlicher, die 
Lange um 4'. 7 westlicher genommen werden. 

Man kann die Rechnung auch ganz zweekmaBig in einer etwas anderen 
Weise anordnen. Man rechnet zuerst mit der durch Beobachtung ge- 
wonnenen wabren Hohe und der durch die Loggerechnung gegebenen 
Breite die Lange aus. Dazu wird die Gleichung zwischen cp, d, t — X 
in die Form gebracht: 


sin^ -I {t — X) 


sin {z + <p — (5) • sin J (z — ^ + 5) 
cos <p • cos d 


wo z die Zenithdistanz des Gestirns bedeutet. Wenn man von dem so 
berochneten Werte X die Lange der Loggerechnung abzieht, so hat man 
den Wert von A X, der dem Wert a (p 0 entspricht. Wenn man sich 
nun die Gleichung der Standlinie auf die Form gebracht denkt: 

A X = ?n A <p + 

cos a 

so ist m : und ti ist gleich dem Wert von A X Vac A qp = 0^ 

sin a cos cp * ^ 

Mit der hinzukommenden Berechnung von a, wofiir die Seeleute 
aber auch Tabellen besitzen, ist dann also die Gleichung der Standlinie 
gefunden. Oder man kann auch, statt a zu berechnen, die Rechnung fiir 
die Lange gleichzeitig noch einmal mit einem etwas anderen Werte von cp 
z. B. 9 ? + 10' ausfiihren. Daraus kann man dann die Differenz A X linden,, 
die dem Werte A 9 ? = 10' entspricht und hat dann aus der Gleichung 
A X ^ m A <p + fJi 

A X — pb 


Bei der ersten Art der Rechnung wird fiir die Standlinie eine Tan- 
gente des geometrischen Ortes gesetzt; bei der zweiten Art der Rechnung 
dagegen eine Gerade, die zwei benachbarte Punkte des geometrischen Ortes 
miteinander verbindet. Bei der ersten Art ist die Rechnung wohl etwas» 
kiirzer. — 
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In khnlicher Weise wird auch bei der Methode der kleinsten Quadrate 
in dem Falle, wo die Febler-Gleichungen urspriinglich nicbt linear sind, 
die Rechnung auf linear e Gleiohungen zuruokgefiihrt, indem man die Ver- 
besserungen von Ndberungswerten als die Unbekannten betraobtet. Da 
die Verbesserungen klein sind, so kann man die auftretenden Funktionen 
naob Potenzen dieser GroBen sich entwickelt denken, und die Glieder 
zweiter Ordnung vernaohla,ssigen; dadurcb werden die Febler, deren 
Quadratsumme ein Minimum werden soli, lineare Funktionen der Un- 
bekannten. 


§ 10. Die Aufflndung der ersten Naherungswerte. 

Durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine, kann man die 
Aufldsung der Gleicbungen mit mehr als einer Unbekannten auf solcbe 
mit einer Unbekannten zuriickfuhren. Indessen ist die Elimination in 
vielen Fallen so umstandlicb oder schwierig, daB man sie zu vermeiden 
suobt. Bei zwei Gleicbungen mit zwei Unbekannten kann man z. B. ver- 
sucben, zur Auffindung der ersten Naherungswerte die Kurven, welcbe 
durch die Gleicbungen dargestellt werden, wenn man die Unbekannten 
etwa als rechtwinklige oder scbiefwinklige Koordinaten oder auch als 
Polarkoordinaten auffafit, in grober Ann^erung zu zeicbnen, urn zunacbst 
liber die Lage der Scbnittpunkte einen tJberblick zu gewinnen. Hat man 
auf diese Weise fiir ein Wurzelsystem Naherungswerte gefunden, so kann 
man, wie friiher schon gezeigt wurde, Verbesserungen dieser Naberungs- 
werte berecbnen, indem man die Verbesserungen als die Unbekannten 
■einfiibrt und nur die Glieder von der ersten Ordnung beibebalt. 

Beispi*!: 4x. + 9j,*-l 

(* — !)» + (!<— 0 . 6 )“- 1 . 

Fafit man x und y als rechtliche Koordinaten auf, so stelllr die erste 
'Gleichung eine Ellipse dar, deren Hauptachsen in die Koordinatenachsen 
fallen und die halben Ltogen | und ^ haben. Die zweite Gleicbung stellt 
einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt die Koordinaten x — i, y — O.b bat 
und dessen Radius gleicb 1 ist. Eine oberflUcbliche Zeicbnung lebrt, daB 
2 wei reelle Scbnittpunkte vorhanden sind. Der eine liegt nahe bei 3? = 0, 
der andere nahe bei y = — i- Wir wollen die genaue Be- 

I’echnung des zweiten Schnittpunktes durchftiliren : 

1. Naherungswert 

0.^33 -Lo 

Man setzt in beiden Gleicbungen 
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X — 0-33 “f“ y = — 0.25 A* 

und vernachlUssigt die Glieder zweiter Ordnung 

— 0.0019 + 2.64 A— 4.5 A = 0 
+ 0.0114 —1.34 h — 1.50 A = 0. 

Die Auflosung der Gleichungen gescliieht am besten mit dem Rechen- 
schieber in der oben beschriebenen Weise. Denn es lobnt sich nicht, die 
Verbesserungen A, A sebr genau zu berecbnen, weil in den Gleichungen ja 
doch schon die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt sind. 


— 0.0019 
+ 0.0114 
+ 0.0010 

+ 2.64 
— 1.34 

— 4.5 

— 1.5 
+ 2.28 


+ 0.0104 

— 4,5 A = 

— 3.78 

— 0.0019 

— 0.0124 

A = + 0.00275 



— 0.0143 

A = + 0.00541 


2. Ndherungswert 

X y 

0.33541 —0.24725 


Die Verbesserungen ergeben sich aus den Gleichungen 

+ 2.68 A — 4.45A; = 0 
— 1.33 A — 1.49A = 0 
+ 2.21 

— 3.70 A = + 0.000042 
d = —0.000001 

Die verbesserten Werte sind mithin 

X = 0.335409 

y = —0.247208. 

Zur Kontrolle mogen diese Werte in die beiden Gleichungen einge- 
setzt werden. Es ergibt sich 

4 «* + 9 _ 1 = 0.00000283 

{x — if + (y —0.5)2 —1 ^ 0.00000097. 

Wollte man abermals Verbesserungen bereohnen, so konnte man die 
Koeffizienten von h und k aus den vorigen beiden Gleichungen beibehalten, 
da die neuen Werte in den hingeschriebenen Stellen sich nicht von den 
alten unterscheiden. Die Verbesserungen sind kleiner als eine Einheit 
der 6 ten Dezimale. 


+ 0.000192 
+ 0.000062 
— 95 

157 



64 ni. Abschnitt Nichtlineare Gleiehungen iiiit mehreren Unbekannten. 


Eine der beiden Unbekannten zu eliminieren und die resultierende 
Gleichung vierten Grades zu Idsen, ware weitlaufiger. Im Gegenteil hat 
man zur Aufl5sung der Gleiehungen dritten und vierten Grades mit einer 
Unbekannten auch wohl den Weg eingeschlagen, durch passende Ein- 
fuhrung einer zweiten Unbekannten die Aufgabe auf die Berechnung der 
Schnittpunkte von Kurven zweiben Grades zuriickzufuhren. 

ax^-\-hx^ + cx^ + dx + e-=^0 


die Gleichung vierten Grades, so kann man eine zweite Unbekannte y 
durch die Gleichung 


definieren und dadurch die erste Gleichung auf die Form bringen: 


ay^ + c 


h^\ 


:^ + cJ a; + e = 0. 


Die Definitionsgleichung von y stellt, wenn man x und y als recht» 
winklige Koordinaten auffaBt, eine Parabel dar, deren Achse der ^-Achse 
parallel ist und deren Schnittpunkte mit der ic-Achse bei ic = 0 und 
b 

X = — — liegen. Fur die verschiedenen Werte von a und b bleibt die 

2i d 

Parabel sich immer kongruent. Wenn man also auf durchsichtigem 
Papier die Parabel = y ein fur allemal aufzeichnet, so braucht man 
sie nur entprechend den Werten von a und b an ihre Stelle zu schieben. 
Die zweite Gleichung stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, wenn sie 
uberhaupt fur reelle Werte von x und y zu befriedigen ist. Der Mittel- 
punkt liegt auf der rc-Achse bei 


Beispiel : 


2 a cl 

^ b^ — 4 a c* 

+ 2 — b x^ + Z X — 7 = 0. 


An die Stelle der einen Gleichung treten die beiden 


+ X ^ y 

y^ — Qx^ + X — 7 =0. 

Die zweite Gleichung werde auf die Form gebracht: 

y^ — Q {x — 0.25)2 ~ 6.625 = 0. 

Sie stellt eine Hyperbel dar mit den beiden Asymptoten 

y = ±1/6 (®— 0.25) 
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Die beiden Sclieitelpunkte liegen auf beiden Seiten der Jt’-Achse im 
Abstand ]/ 6.625. 

Eine oberflachliclie Zeichnung lehrt sofort, daB nur zwei Schnitt- 
punkte vorhanden sind. Die Abszisse des einen ist nabe bei cc === + 1.6. 
Der andere Sclinittpunkt liegt in einem Teil der Hyperbel, wo sie sicb 
schon einigermafien an die Asymptote 

y = — l/e (a; — 0.25) 

anschmiegt. Der entferntere Sclinittpunkt dieser Geraden mit der Parabel 
+ X ^ y hat nahezu die Abszisse — 3.6. Mit diesen beiden Naherungs- 
werten kehrt man nun am besten zu der Gleichung vierten Grades zuriick 
und wendet das Newtonsche Verfahren an. Man findet die genaueren Werte 

rr = + 1.61338 
= —3.70545. 

Es lohnt sich nicht, fur die Kurven mehr als eine oberflachliche 
Zeichnung zu machen. Denn sobald es sich um genauere Werte handell, 
ist die Rechnung sehr viel schneller ausgefiihrt als eine sorgf^ltige Zeich- 
nung in groBerem MaBstabe. Fur eine erste tJbersicht kann dagegen eine 
Zeichnung gute Dienste leisten. 

Bei der Aufzeichnung der Kurven ist es bisweilen empfehlenswert, 
andere Veranderliche einzufuhren. 

So wiirde man z. B. eine Gleichung 
ac(f -\-b 

durch Einfuhrung der neuen Vertoderlichen 

indem man | und fj als rechtwinklige Koordinaten auffaBt, durch die 
gerade Linie 

a ^ + b 'y = 1 

darstellen konnen. Zu jedem Wertepaar ri gehoren dann die Werte 

1 

1 

die man logarithmisch zuberechnen haben wiirde, es sei denn, dafi man auch 
in der zweiten Gleichung die VerSnderlichen f und ^ zweckmS.Big einfuhren 
konnte.— Oft kann man die Logarithmen der Ver toderlichen mil Vorteil statt 
der Veranderlichen einfuhren, wovon im nlLchsten Paragraphen die Rede ist. 

Die von C. F. GauB*) erw^dmte Aufgabe der Schiffahrtskunde UBt 
sich zweckmaBig in ^hnlicher Weise behandeln. An drei Punkten (1), (2), 

*) GauB, Werke Bd. IV S. '407. 

Rung:©, Praxis der Gleiehungen. 


5 
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(3), welche in einer geraden Linie 1 und in bekannten Abstanden vonein- 
ander, A von (1) nach ( 2 ), B von (2) nacb (3) liegen, sind die Winkel 

zwiscben zwei Zielpunkten (4), (5), deren gegenseitiger Abstand = 2 c 
ebenfalls bekannt ist, gemessen; man verlangt die Lage der drei ersteren 
Punkte gegen die beiden letzteren. Die drei Winkel bestimmen 

drei ELreisbogen als geometriscbe Orter fixr die Punkte (1) (2) (3), Die Kreis- 

c c 

bogen verbinden die Punkte (4) und (5) und haben die Radien — r, — ^ 7 , 
^ \ V / sin ^ sin 


- — Zeichnet man sich diese drei Kreisbogen auf und merkt auf dem 
sin & 

gerade abgesobnittenen Rande eines Papierstreifens die gegenseitige Lage 
der drei Punkte (1) (2) (3) an, so ist durch Hin- und HerscMeben schnell 
eine Lage des Papierstreifens gefunden, fur welche die drei Punkte auf 
die zugehorigen Bogen fallen. Es sind offenbar je zwei Lagen moglicb, 
symmetrisch zu der Geraden, welche die Verbindungslinie von (4) und (5) 
senkrecht halbiert. Sie unterscheiden sich dadurch, daB die Punkte (4) 
und(5)in der einen Lage zu der Richtung 1, 2, 3 anders liegen als in derandern. 

Handelt es sich um groBere Genauigkeit, so wird die Zeichnung nicht 
ausreichen. Man kann dann aber die durch die Zeichnung gefundenen 
Werte durch Rechnung verbessern. Als Unbekannte mogen eingefuhrt 
werden erstens die Koordinaten des Punktes (2) und zweitens der Rich- 
tungswinkel der Richtung i 2 3, d. i. der Winkel, den diese Richtung mit 
der Richtung der positiven a;-Achse macTit, gemessen von der positiven 
rc-Achse aus in dem Drehungssinn, der durch 90° zur positiven y-Achse 
fiihrt. Die Koordinaten der Punkte (1) (2) (3) sind alsdann 


(1) :x — A cos % y — A sin cp 

{2):x y 

(3) : a: + B cos 9 , y + B sin q). 


Werden die Koordinaten des Punktes (4) mit p, 5 , diejenigen von 
( 5 ) mit r und s bezeichnet, so erhalten wir fiir die drei Unbekannten die 
Gleichungen 


arc tg 
arc tg 
arctg 


q — y + A sin cp 
p — 5 : + A cos 9 

Q—y 

p — X 

q — y — B sin 
p — X — B cos q) 


— arc tg 

— arc tg 

— arc tg 


s — y + A sin q) 
r — X + A cos q) 



r — X 

s — y — B sin 95 
r — X — B cos 93 


= *) 




*) Unter ^ ist hier, wie die linke Seite der Gleichung angibt, die Drehung 
verstanden, die von der Richtung 15 in die Richtung 14 fiihrt und je nach dem 
Drehungssinn positiv oder negativ gerechnet wird* Das Analoge gilt von und 
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Diese drei Gleichungen werden durch die mit Hilfe der Zeichnung 
gefundenen Werte von x, y, tp im allgemeinen nicht genau befriedigt. 
Die Differenzen der linken und rechten Seiten mogen mit e, e', e" be- 
zeichnet werden. Sind nun d x, dy^ d q) die Verbesserungen der ge- 
fundenen Werte und vernaohlassigt man die Glieder zweiter Ordnung 
in dx, dy^ d (p, so ergeben sich fur diese Verbesserungen die drei line- 
aren Gleichungen: 

a {d X + A sin (p d cp) — b {dy — A cos (p d <p) + ^ == 0 
a' dx — h' dy -f- e' = 0 

a" {dx — B sin cp d cp) — h" (dy B cos 9? d 90) + e" = 0, 

wo 


sin (14) 

sin (15) 

COS (14) 

cos (15) 

14 

15 ’ 

^ “ 14 ■ 

15 

sin (24) 

sin (25) 

cos (24) 

''' = 24 - 

cos (25) 

24 

25 ’ 

25 

sin (34) 

sin (35) 

cos (34) 

* = 34 - 

cos (35) 

34 

35 ’ 

35 ■ 


Dabei ist (14), (24) etc. . . gescbrieben fiir den Richtungswinkel der 
Richtung vom Punkte (1) zum Punkte (4) etc. und 14, 24 etc. fur die Ent- 
fernung zwischen den Punkten (1) und (4) etc. 

Nachdem auf diese Weise die verbesserten Werte a? + da;, 2/ + d?/, 
+ d 9? gefunden sind, berechneb man zur Kontrolle noch einmal die 
Winkel 415, 425, 435. Ergeben sie sich noch immer nicht ganz gleich 
so berechnet man noch einmal Verbesserungen da;, dz/, d 9?, 
wobei aber s, e', e" zu ersetzen sind durch die zuletzt gefundenen Ab- 
weichungen von 29*', “d". 


§ 11. Emfiilirimg neuer Veranderlicher. 

Oft kann es vorteilhaft sein, statt der urspriinglichen Unbekannten 
andere einzufiihren. So wird z. B. der Zusammenhang zwischen dem 
Druck p und dem Volumen p eines idealen Gases bei adiabatischer Zu- 
standsanderung, d. h. bei einer solchen Anderung, bei der weder WSrme 
zugefiihrt noch abgefiihrt wird, durch eine Gleichung von der Form 

p .(;?' = a 

ausgedruckt, wo y und a Konstanten bedeuten. Fiihrt man hier die 

5* 
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Logarithmen von p und von 9 ein und schreibt log v = x, log p = y, so 
erhalt man 

2/ = — y .-c + log a. 

Zwisohen x und y besteht also eine lineare Gleichung, die sowohl 
fiir die Reohnung wie fin* die graphiscbe Darstellung bequemer ist als die 
ursprungliche Form. 

Die Energie J der Strahlung eines absolut schwarzen Korpers ist 
als Funktion der Wellenltage A und der absoluten Temperatur & durch 
die Formel 

_-L 

J = aX-^e 

darstellbar, wo a und b Konstante bedeuten und e die Basis der natiirlicben 
Logarithmen ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB wir uns auf einen solchen 
Bereich der Wellenlangen und Temperaturen beschrahken, wo A einiger- 
maBen klein gegen b ist. 

Fuhrt man hier als neue Veranderliche die GroBen ein: 


so hat man: 


log A = a: 

1 

log / = 2, 

2 = — 5 X — 6 - log e • 2 / + log a, 


d. h, es wird 2 eine lineare Funktion von x und y, Fiir gegebene 
Werte von A und ^ lessen sich die Werte von x und y unmittelbar be- 
rechnen; aber auch umgekebrt findet man aus x und y die Werte von 

1 

A und indem man zuerst A aus x berechnet und dann d' — 

Sind z. B. fiir die Wertsysteme Ai und A2 ^2 Strahlungs- 
Energien und gemessen worden, und sollen nun daraus die beiden 
Konstanten a und b berechnet werden, so berechne man x-y 2i und x^^ 
und schreibe log a = 6 log e == Dann hat man fur A und B die 

beiden linearen Gleichungen 

A — J 5 2/1 — hx-^ — % = 0 
A B 2^2 ^ ^2 ^2 

Sollen A und B nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den 
Beobachtungen der Energie fur mehr als zwei Wertepaare A, d‘ berechnet 
werden, so ist zu beriicksichtigen, daB, wenn die verschiedenen Betr^ge 
der Energie mit gleicher wahrscheinlicher Genauigkeit beobachtet sind, 
die Fehler der entsprechenden Werte von 2 ungleiche wahrscheinliche 
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Genauigkeit haben. 


Denn da log J = z, so hat man log e • ^ = dz, Man 


mu6 also einen Fehler von z mit dem betreffenden Werte von J multi- 
plizieren, damit der Fehler des Produktes immer die gleiche Wahrschein- 
lichkeit habe. So ist daher, wenn 


A — By^ — 5 — Zy— Sf. 

die Fehler gleiohungen sind, nicht die Summe der Quadrate der sondern 
die Summe der Quadrate von zu einem Minimum zu machen oder, 
wie es nach GauB heiBt, der Fehler Sr muB das Gowicht Jl erhalten. 


§ 12. Das Terfahren der Iteration. 

Ein anderes Verfahren, nach und nach immer genauere Werte der 
Unbekannten zu fmden, laBt sich ahniich wie bei Gleichungen mit einer 
Unbekannten anwenden, wenn die Gleichungen auf die Form gebracht 
werden : 

X ^ <p (xy) 
y = ^ (xy), 

und wenn dabei (p und yj nur langsam mit x und y verS.nder]ich sind. 
Bezeichnen namlich a und b Naherungs werte fiir die gesuchten Unbe- 
kannten X und y, so wird ein besseres Paar von Naherungswerten 
gefimden, indem man a und b auf den rechten Seiten einsetzt. 

= cp (a, b) 

^ (a. b). 

Mit ai, bi kann man dann ebenso verfahren und ein drittes Werte - 
paar b^ berechnen und damit so lange fortfahren, bis schlieBlich keiii 
wesentlicher Unterschied mehr zwischen den aufeinanderfolgenden Werte- 
paaren besteht. Man uberzougt sich in der folgenden Weise davon, in- 
wiefern die Naherungswerte immer bessere werden. Bezeichnen namlich x 
und y die Unbekannten selbst, so ergibt sich durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen: 

X = (p (xy) 
cp (a h) 

die Gleichung: 

ir — e/i — (p (xy)--(p (ab) 
und in analoger Weise 

2/ — = y)(xy) — y) (a b). 
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Man kann nun nach dem Taylor schen Lehrsatz die recMen Seiten 
umformen und scbreiben 

x—a^ = (Px{x — a) + (pz(y— b) 
y—b^ = (x~a) + % iy—b), 

wo^ und die partiellen Ableitungen nach cp^ und diejenigen 
nach y bedeuten. Die partiellen Ableitungen haben wir uns fiir Werte 
der Vertoderlichen genommen zu denken, die zwischen a und x und 
zwischen b und y liegen. Fiir die absoluten BetrSge \x — % |, \y — 1 

usw, folgt aus diesen Gleicbungen: 

\x — aj^\^\g)i\-\x-a\ + \(p2\'\y—b\ 
\y-b,\^\yj,\-\x-a\ + \ip,\ -ly-b] 

und daraus durch Addition: 

ja: — fill + 1 1 ^ (1 5Pi 1 + 1 V'l 1) • 1 a: — a I 

+ (| ?P2 I + I ^^2 I) * 1 2/ ^ |- 

Sind nun 1 9>i 1 + 1 V'l 1 1 ^Pa 1 + 1 2/^2 I groBer als ein 

echter Bruch tw, so ist 

ia; — flil + i!/ — 6il^m(la; — a| + |2/ — &|) 
und folglich wird naan dem gesuchten Wertsystem x, y bei fortgesetzter 
Rechnung beliebig nabekommen. Nacb n-Schritten hat man; 

|a: — flnl + ly — — a|+|t/ — 2>|). 

Dieselben Betraohtungen lessen sich auch auf Gleicbungen mit 
beliebig vielen Ver&nderlicben ausdehnen. 

X = f {x,y, z . . . w) 
y = g{x,y,z...w) 

= A (rr, z . . . (v). 

Sob aid die rechten Seiten sich nur langsam mit den GroBen x^y, z . . .v> 
andern, kann man aus einem System von Naherungswerten ein besseres 
dadurch ableiten, daB man das erste in den rechten Seiten der Gleicbungen 
einsetzt. 


§ 13. Anwendung auf lineare Crleichungen. 

Auch bei Imearen Gleicbungen laBt sich das Verfahren der Iteration 
bisweilen mit Vorteil verwenden. 
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Es seien z. B. die drei linearen Gleichungen zu losen: 

3 a: + 0.03 y + 0.06 z = 12 
— 0.01 a: + 5t/ — 0.02z = 10 

0.02 X + 0.02 y — 4 z = 8. 

In der ersten Gleichung sind y und z mit kleinen Koeffizienten multi- 
pJiziert. Schreibt man daher die Gleicbung in der Form 

a; = 4 — 0.01 y — 0.02 z, 

so andert sich die recbte Seite nur langsam mit y und z. Das An^oge gilt 
von den andern beiden Gleicbungen, wenn sie in der Form geschrieben 
warden: 

y= 2 + 0.002 a: + 0.004 z 
z = — 2 + 0.005 X + 0.005 y. 

Man gebe von den Naberungswerten a: = 4, y = 2, z== — 2 aus. 

X y 

1. Naberungswert +4 +2 

2. „ + 4.02 + 2 

3. „ +4.0194 + 2.00016 

usw. 

Man kann die Recbnung aucb so ausfiihren, da6 man die Gleicbun- 
gen aufstellt zwischen den Verbesserungen, die von einem System von 
Naberungswerten zum nacbsten fubren. Sind Xr y, Zr die Naberungswerte, 
die sicb naob r-Scbritten ergeben, so ist 


a:, + i — a;, = — 0.01 (y, — — 0.02 (Z;.— z^_i) 

2// + 1 — l/r = + 0-002 (a;^ — a;,_i) + 0.004 (z, — z,_i) 
+ + !— + = + 0.005 {x, — Xr_i) + 0.005 {yr — yr-i)- 


»• n 

^r+1 

Vr+l—yr 

+ 1 

0 

+ 0.02 

0 

+ 0.03 

1 

— 0.0006 

+ 0.00016 

+ 0.00010 

2 

0.00000 

0.00000 

• + 0.00000 


Fur r = 1 ergeben sicb biernacb scbon die ersten 5 Dezimalen ricbtig. 


Xi — Xq = 0.01940 2/2 — 2/0 — 0.00016 Z 2 — Zq = + 0.03010 

a:o = 4 yo = 2 Zo = — 2 

4.01940' 2.00016 —1.96990. 

Die Recbnung kaim mancbmal mit Vorteil auf nocb etwas anderem 
Wege ausgeftibrt werden, der besonders fur die Gleicbimgen, die bei der 
Anwendung der Metbode der kleinstenQuadrate auftreten, vorzuzieben ist. 


— 2 
— 1.97 
— 1.9699 
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Sind 

ci^cc + h^y c^z -]r = 0 

aocc 

ci^x b^y c^z ^ 

die gegebenen Gleichungen und sind y-^, Naherungswerte der Unbe- 
kannten, so setzen vdi die Unbekannten x, y^ z selbst gleich x^ + h, y^ + A’j 
% + 1 . Dann werden die neuen Unbekannten ft, A% I den Gleichungen 
geniigen: 

^ ft “j“ ^2^ ft “1“ / ~i“ d-^ = 0 

< 7 * 2 1 i b^h -f- ^2 / -f" c/o ” 

^3 ft + ^3 "f" ^3 ^ + d^ = 0. 

Die Koeffizienten b^ etc. bleiben also dieselben, nur die Glieder 
rfx- d^^ rfg sind andere geworden und zwar ist 

f/j = di 4~ H" Ux “h % 

^2 = d^ (X. 2 ^Xi -]r b^ j/i H“ Cg z^ 

f/g = dj + as 0*1 + ^3 2/i + ^^3 ^1* 

Man braucht also nur diese zu berechnen, um die Gleichungen, denen 
ft, ft, I geniigen, zu erhalten, Wenn naan nun irgendein Prinzip hat, fur 
die Gleichungen in ihrer ersten Form Naherungswerte Zi der Unbe- 

kannten x^ ?/, z zu linden, so kann man dasselbe Prinzip auf die Gleichungen 
in ihrer zweiten Form anwenden. Sind fti, ft^, li Naherungswerte der Un- 
bekannten A, ft, I, so setzt man wieder ft = ft^ -f w, ft = ft^^ + p, I = + w 

und leitet fiir a, w neue Gleichungen ab, bei denen wieder nur die von 
(7, (V unabhtogigen Glieder neu berechnet zu werden brauchen usw. Sind 
die N^erungswerte gut, so miissen die von den Unbekannten unabhangi- 
gen Glieder fortgesetzt kleiner und kleiner werden und damit werden auch 
die jedesmaligen Verbesserungen kleiner und kleiner. Man braucht nun 
bei der Rechnung die unverandert bleibenden Koeffizienten nicht wieder 
hinzuschreiben, sondern hat nur notig, auCer der Bereohnung der GroBeii 
di dz usw, Tiber die Naherungswerte Buch zu fiihren, deren Summeii 
dann die gesuchten Werte schlieClich mit jeder gewunschten Genauigkeit 
geben. Sind z. B. die Koeffizienten ftg? ^3 gegen die Koeffizienten 
^1? ^17 ^27 ^^27 %7 &3 groB, so kann man in dem ersten System die N§.herungs- 
werte 2/1, so wahlen, daC 

* 

% + «'ii h Vx + ‘3 H + ^3 

kleine Werte erhalten. Ebenso nimmt man dann im zweiten System die 
Naherungen Aj, so daC 
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^2 ^^25 ^*3 

klein werden usw. 

Das oben auf anderem. Wege behandelte Boispiel wurde sich auf 
folgende Weise berechnen lassen: 

* 3x + 0.03 y + 0.06 g — 12 = 0 

~ 0.01 a: + by— 0.02 — 10 = 0 

0.02 X + 0.02 ?/ — 4z— 8 = 0. 



cJ^ 

d. 

I- ' 

i 1 2 / 

Z 

— 12 

— 10 

— 8 

+ 4 

+ 2 

— 2 

+ 12 

— 1.04 

+ 0.08 




+ 0.06 

+ 10 

+ 0.04 




— 0.12 

+ 9.04 

+ 8 

i 



— 0.06 

0 

+ 0.12 

1 + 0.02 

0 

+ 0.03 

+ 0.06 

— 0.0002 

+ 0.0004 

i 



+ 0.0018 

— 0.0006 

— 0.12 




+ 0.0018 

— 0.0008 

+ 0.0004 

— 0.0006 

+ 0.00016 

+ O.OOOJ 

— 0.0018 

+ 0.000006 

— 0.000012 




+ 0.0000048 

+ 0.0008 

+ 0.0000032 




+ 0.000006 

— 0.000002 

— 0.0004 




+ 0.0000108 

+ 0.000004 

— 0.0000088 






Summe: jj + 4.0194 

+ 2.00016 

— 1.9699 


Unter dem ersten horizontalen Strich stehen links die Zahlen — 12, 
— 10, — 8, rechts die ersten Naterungswerte Xj = + 4, = + 2, 

— 2. Dann folgen links in der nachsten Reihe die Werte von 
^2 Xi, as Xj, in der folgenden Reihe die Werte von 2 / 1 , &2 Vit h Vi 
der dann folgenden die Werte von Ci %, ^2 Zi, Zi- Unter dem zwaten 

horizontalen Strich stehen links die Summen = — 0.06, = 0, da = 

+ 0.12. Das sind zugleich die Werte, welche die linken Seiten der drei 
Gleichungen f ur x = Xi, y = z/i, z = Zi annehmen. Rechts stehen dann 
die Werte usw, Unter dem dritten horizontalen Strich stehen 

links die Zahlen +0.0018, —0.0008, + 0.0004. Das sind die Werte, 
welche die linken Seiten der Gleichungen in A, 7c, I fiir h ^ A; = Ai, 
I ^ annehmen, oder welche die linken Seiten der ersten Gleichungen 
fiir X = Xi + Ai, ^ = 2/1 + K, 2 = Si + annehmen. Unter dem vierten 
horizontalen Strich stehen die Werte, welche die linken Seiten der ersten 
Gleichungen fur x = Xj + fei + Uj, 2/ = 2 == + ^1 + 

annehmen. 
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Wenn die Werte beobachtete GroBen sind, von denen man 

an ni mm t, daB sie mit einem gewissen Febler bebaftet sein konnen, so 
wird man die AnnILberung nur etwa so weit treiben, bis die linken Seiten 
der Gleicbungen unter den Febler von d^, d^, dg berabgedriickt sind. Denn 
dann wurden bei dem Spielraum, der fur die wabren Werte von dj dg dg 
zugelassen ist, die Werte der linken Seiten in Wabrbeit scbon Null sejin 
konnen. Es wurde daber keinen Sinn baben, die Annbberung viel waiter 
zu treiben. 

Wenn die Koeffizienten Cg, Cg Jg niobt klein sind gegen 

%) ^ 2 ? ^ 3 ) so kann man zunScbst dadurcb, daB man eine Gleicbung mit 
einem geeigneten Faktor multipliziert, von den andern abziebt, und da- 
durcb, daB man neue Veranderlicbe einfubrt, die betreflenden Koeffizienten 
berabdriicken, ebe man das eben bescbriebene Verfabren anwendet. 

Z. B. 3.45 X — 1.22 y -f 2.73 z + 10.23 = 0 
1.78 re -1- 5.16 2/ — 1.35z — 5.33 =»0 
2.31 re — 2.73 y + 4.71 z + 9.54 = 0. 

Statt X werde die Veranderlicbe x' = x — 0.3 2/ 0.8 z eingefubrt. 

Dadurcb geben die Gleicbungen uber in: 

3.45 re' — 0.185 y — 0.030 z + 10.23 = 0 
1.78 X' + 5.694 y — 2.774 z — 5.33 = 0 
2.31 x' — 2.037 y + 2.862 z -f 9.54 = 0. 

Jetzt werde die erste Gleicbung erst mit 0.5 multipliziert und von 
der zweiten Gleicbung abgezogen und d ann mit 0.7 multipliziert und von 
der dritten Gleicbung abgezogen. Dadurcb geben die Gleicbungen fiber in : 

3.45 rr'— 0.185 y — 0.030 z -b 10.23 =0 

0.055 x' + 5.7865 y — 2.759 z — 10.445 = 0 

— 0.105 rc' — 1.9075 y 4- 2.883 z -h 2.379 = 0. 

Auf diese Weise sind die Koeffizienten der Unbekannten in der ersten 
Reibe und in der ersten Koloime berabgedrfickt. In fibnlicber Weise wird 
nun aucb der Koeffizient von z in der zweiten Gleicbung und der 'Koeffizient 
von y in der dritten Gleicbung vermindert. Zu der zweiten Gleicbung 
addieren wir die dritte. Das gibt: 

3.45 x' — 0.185 y — 0.030 z 4- 10.23 = 0 

— 0.05 X' 4- 3.879 y 4- 0.124 z — 8.066 = 0 

— 0.105 rr' — 1.9075 y 4- 2.883 z 4- 2.379 = 0. 

Endlicb ffibren wir statt z die neue Verfinderlicbe z' = z — 0.7 y ein 
und erbalten somit: 



§ 13. Anwendung auf iineare Gleiehungen. 


75 


3.45 X' —0.206 2/ —0.030 z' + 10.23 == 0 

— 0.05 a;' + 3.9658 2/ + 0.124 z'— 8.066 = 0 

— 0.105 a;' — 0.1106 y + 2.883 z' + 2.379 = 0. 


Jetzt kann das oben beschriebene Verfahren mit Vorteil angewendet 
warden: 





x' 

y' 

z’ 

+ 10.23 
— 10.35 
— 0.412 
+ 0.024 

— 8.066 
+ 0.15 
+ 7.9316 
— 0.0992 

+ 2.379 
+ 0.315 
— 0.2212 
i —2.3064 

-3 ! 

i 

+ 2 

— 0.8 

— 0.508 
+ 0.690 

— 0.00412 
+ 0.0015 

— 0.0836 

— 0.010 

+ 0.079316 
— 0.0062 

' +0.1664 
— 0.0210 
— 0.002212 
, —0.14415 

+ 0.2 

+ 0.02 

— 0.05 

+ 0.17938 
— 0.1725 

— 0.020484 
+ 0.0025 

— 0.000962 
+ 0.00525 

— 0.05 

i 


+ 0.00688 
— 0.000824 

— 0.017984 
+ 0.0158632 

+ 0.004288 
— 0.0004424 


+ 0.004 


+ 0.006056 

— 0.0021208 

+ 0.0038456 





Bei den letzten beiden Schritten ist nur je eine der Unbekannten 
geandert worden. Das kann mitunter zweckmaBig sein, wenn die von 
dieser Unbekannten in den andern Kolonnen herrubrenden Produkte 
erheblich sind. Beim vorletzten Schritt z. B. ist das Glied, das in der 
dritten Kolonne vom Naherungswert — 0.05 herruhrt, gleicb + 0.00525, 
liberwiegt also das ursprungliche Glied — 0.000962. Es wiirde also keinen 
Zweok gehabt haben, ans diesem einen Naherungswert in der Kolonne z' 
abzuleiten. 





x' 

y' 

z' 

+ 0.006056 

— 0.00690 

— 0.000103 
+ 0.00003 ^ 

— 0.0021208 
+ 0.00010 
+ 0.0019829 
— 0.000124 

+ 0.0038456 
+ 0.00021 

— 0.0000553 

— 0.002883 

— 0.002 

— 0.0005 

— 0.001 

— 0.000917 
+ 0.001035 
+ 0.000012 

— 0.0001619 

— 0.000015 

— 0.0000496 

+ 0.0011173 

— 0.0000315 

— 0.0011532 

+ 0.0003 


— 0.0004 

+ 0.000130 

— 0.0002265 

+ 0.0000674 




Summe: || — 2.8517 

+ 2.0245 

— 0.8514 
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Die Recbnung ist Mer ohne alle Hilfsmittel ausgefuhrt. Solange die 
Anderungen der Unbekannten bei jedem Schritt nur in einer Ziffer vor- 
r^enomtnen werden, gewdhren die rechnerischen Hilfsmittel kaum eine 
wesentliche Hilfe. Das Verfabren ist, wie man siebt, ganz ftbnlich der 
gleicbzeitigen Ausfuhrung dreier Division en, nur dafi jeder Divisor aucb 
in die anderen beiden Recbnungen bineinspielt. Die Zablen, die beim Ab- 
brecben der Recbnung links vorhanden sind, bier: 

+ 0.00013, —0.0002265, +0.0000674 

spielen eine ahnlicbe Rolle \vie der Rest bei der Di^'ision, und wie bei der 
Division kann man die Probe auf die Recbnung machen. Von den gefunde- 
nen Werten von x' y' z' muC man nun nocb zu den gesuchten Worten 
von xy z aufsteigen, indem man die Gleichungen 

21 ;' = X — 0.3 y + 0.8 r 
z' =■ z — 0.7 y 

bcrucksichtigt. 

Das Verfahren lafit sicli ohne weiteres auf Gleichungen mit beliebig 
vielen Vertoderlichen ausdehnen. Gerade wenn die Anzahl der Vertoder- 
lichen sehr gro(?) wd, ist das Verfahren bequem zu verwendon. Besonders 
empfiehlt es sich fur die Gleichungen, die bei der Anwendung diT 
Methode der kleinsten Quadrate auftreteii. Sind 

% + ^3 2/ + • • • + ivj / + = 61 

ciiX b^y ^ + A'.? ^ -f- fo = f •> 

a„ .T + + • • • + ^ "f 

die Fehlergleichungen, so wd die Summe der Fehlerquadrate [e e] ein 
Minimum, wenn a;, z/, . . i den Gleichungen geniigen: 

[aa]x + y + • • • + [a A] ^ + [« f ] = 0 

\ab]x + [hb]y [b k]t + [h 1] ^ i) 

[A’ u] ^ + [A i] y + • • • + [A A] / + [A/] - 0 

Die eckige Klammer bedeutet dabei, daC die Summe fiber alien Pro- 
dukte genommen werden soli, z. B.: 

[a A] == Aj + ao 63 -f - • - + A^- 

Die Gleichungen, denen x^y^ , , ,i geniigen, konnen auch in der Form 
geschrieben werden: 

[a aj =0, [A e] = 0 [A e] = 0. 
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Ersetzt man in der Summe der Fehlerquadrate [e e] jedesmal das- 
eine e durch seinen Ausdruok in x,y^. . .t und beachtet die Gleichungen 
[a e] =0, [Zi s] = 0 usw., so nimmt die Summe der Fehlerquadrate die 
Gestalt an; 

[fi £] = [Z £] = [a n a: + [& n 2/ + • • • + [* 1] i + [1 !]• 

Wenn man nun statt einer der GrSBen x,y, . . t, z. B. statt x eine 
andere GroBe h = x — % einfuhrt, wo x^ irgendeinen festen Wert be- 
zeichnet, so gehen die Fehler gleichungen in die Form Tiber: 

(t h b y •' 

wo 7 = 1 + a Xi. Die Gleichungen, denen dann k,y,...,t geniigen miissen,, 
damit [e ej ein Minimum wird, werden: 

[a a] A + [a 6] 2 / + • - • + [a A:] i + [a I] = 0 

[& a] A + [6 i] y + • • • + [& A] t + [2i 7] = 0 

[A a] A + [A i] 2 / H h [AA] 2 + [AIj = 0 

und zugleich wird 

[e £] = [7e] = [al] x + [blly + • • • + [A7] t+ [77]; 

dabei ist 

[a7] = [ul] + [a a] [A 1] = [A 1] + [A u] Xj, 

••• [A 7] = [Al]+ [AajXi 

und 

[77] = [Z 2] + 2 [a 1] Xj + [a a] x* 

= [1 2] + [a 1 ] + [a 7] Xj. 

Wenn man Xi so wahlt, daB [a 7] verschwindet : 

[al] 

“ [a a]’ 

so wird: 

[a If 

Mithin ist dann \l /] kl einer als \l Z], und es wird auch dann kleiner 
als [Z Z] bleiben, wenn [< 35 7] zwar nicht Null, aber dock sebr klein gemacht 
wird. 

Diese Wahl von ist dieselbe wie bei dem oben beschriebenen Ver 
fahren zur Auflosung linearer Gleichungen. Man tut nun gut, zugleich mit 
den Grofien [a Z], [6 7], . . ., [A Z], deren Berechnung nach dem beschriebe- 
nen Verfahren allein in Frage kame, auch den Wert [77] = [Z Z] + [a Z] % 
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4- [all Zi zu berechnen und daduroh bei jedem Schritt zu konstatieren, 
auf wieviel sioh die Summe [1 1] vermindert hat. Jeder Schritt wurde 
nach dem Schema ausgefiihrt werden: 


[all 

[h Z], . 

. . [kll 

[in 

a\ 

[a a] Xi, 

[b u] Xi, . 

. . [ft a] Xi 

[1 a] Xi 





[T a] x■^^ 


[all 

[bll ■ 

.. [ftZ], 

[ll] 1 



Das Verfahren vermindert die Zahlen [a Z], \b Z], • • • [A: Z], [Z Z] mehr 
und mehr und nahert [Z Z] mehr und^mehr dem Minimumswert von [s e]. 
Das folgende Beispiel bilden 6 Normalgleichungen, die einer Stationsaus- 
gleiohung entnommen sind. 

8 z + e + 5 (v 

^ z 11+ 

z— 5 u+ 7 P + 5 (!■ 

z -t- 14 a + 6 p 

z 6 ii 4" 20 p 3 
2 — 3 p 8 


18 

- 5 

- 8 


X — 5 
^+21 
a; 4- ^ 


x + 
5 X 
-91.8 a:' 


y + 
y + 
y + 
y— 
y + 
+ 
3.6 


4 

27 

5 
7 

5 3 
118.9 z 


w 

w 


91.8 = 0 
3.6 = 0 

118.9 = 0 

49.5 = 0 

63.9 = 0 

75.5 = 0 


-49.5 u — 63.9 p — 75.5 w 4" 1856.1 — [as]. 


Die Rechnung ist auf den Seiten 79 und 80 ausgefuhrt. 

Es hat kaum einen Zweck, noch waiter zu rechnen, da dieZahl 501.15 
nur nooh um einen unerheblichen Betrag von dem Minimumswert von [as] 
entfernt ist. Die heim letzten Schritt eingefuhrten Unbekannten erreichcn 
absolut genommen etwa die Grenze 0.1. Bezeichnen wir sie mit a, y, 
S, s, I, so ware nach dem Obigen 

+ 0.1a-f 0.2^4-O.ly — 0.8d4-1.7a + 0.4|-4 501.15 = [ee]. 
Mit, bin erreioht der Unterschied zwischen 501.15 und [a a] nicht die 
GroBe 0.33; denn das ist der aufierste Wert, den 

0.1 a 4- 0.2 (8 + 0.1 y —0.8 d + 1.7 s 4- 0.4 1 

annehmen kann, wenn ct, /5, y, d, s, | absolut genommen nicht groBer als 
0.1 sein konnen. 

Brioht man die Rechnung bier ab und setzt demnach 

a: = 1.8, y ~ + 0.2, z = -f- 2.3, u = -[- 3.2, 

p = 4- 2.6, fp = 4- 7.9, 

so hat die Summe der Fehler quadrate den Wert 501.15, was dem Mini- 
mumswert sehr nahekommt. Ja man sieht, daB kein wesentlicher Nachteil 
damit verbunden ware, die Rechnung schon weit eher abzubrechen. Nur 
die ersten Schritte setzen die Summe der Fehlerquadrate betrSchtlich 
ierab. Nachher vermindert sie sich nur verhaltnismfiBig wenig. 



§ 13. Anwendung auf lineare Gleichungen. 
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IV. Absclinitt. 

Oanze rationale Funktiouen elner VerSnderliclien 


§ 14. Berechnung einer ganzen rationalen Fimktion. 

Die Auflosung einer Gleichung / (a;) = 0 lauft, wie im § 5 gezeigt 
wurde, auf eine wiederholte Berechnung von / (ic) hinaus. Dies ist bei der 
Bestimmung der Wurzel oder der Wurzeln die wesentlichste rechnerische 
Arbeit. Es sollen in diesem Paragraphen einige Kunstgriffe auseinander- 
gesetzt werden, welche die Rechnung erleichtern fiir den Fall, daB es sich 
um ganze rationale Funktionen handelt, d. h. um Funktionen, die aus 
einer Summe von Gliedern bestehen, von denen jedes das Produkt einer 
positiven oder nogativen Konstanten in eine ganze positive Potenz von x 
ist. Die Form ist also diese: 

+ h 1 ^ 

Um diese Funktion fiir irgendeinen Wert p zu berechnen, kann man 
zweckmaBig folgendermaBen verfahren. Man berecbnet nacheinander die 
GroBen ^3 • • • wo 

= ^0 P + 

p + ag 

^3 = ^2 P + ^3 

= 6 n — 1 P + 

Dann ist, wie man sogleich sieht, hn der gesuchte Wert. Denn es ist 

^^2 == P + = ^0 P ^ + P + ^2 

63 = &2 P + ^3 == ^0 P^ + % P^ + «2 P + «3 


bii =- p + ^ = ^0 p'' + H H 

Man tut gut, nach folgendem Schema zu verfahren: 

Xq Xi <2.^ • * • * Xn—l Cin 

Xq p bip bn — 2 P bn^l p 

bi bn—l bn 


Rnu^e, Praxis der Gleichungen. 


6 
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Es ist dies eigentlich nichts anders als ein Schema fiir die Division von 

Oq af + *1 is"— 1 -4- + On durch x — p, das in etwas ausfuhrlicherer 

Form gesohrieben, so lauten wiirde: 


X — p 


flo a:” + «i ^ h a» 

flos:” — 


ato a:"— 1 + hi a;”— ^ + f- h„_i 


hia?*-i 

hj a:“~i — p hi 


b^x”— 




bn* 

Die GroBen a^bib^ - •* * bn-i sind die Koeffizienten des Quotienten 
und bn ist der Rest. 

Wenn die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreicht, so ist die 
Rechnung besonders bequem, weil die Multiplikationen alle mit demselben 
Fakfcor y auszufubren sind, die alle bei derselben Stellung des Schiebers 
abgelesen werden konnen. 

Beispiel: 

/(a?) ^ 5.47 _ 3.38 + 2.57 y? + 10.21 a;2 — 6.23 + 5.43 =- 0. 

p = 0.93 

5.47 —3.38 + 2.57 + 10.21 — 6.23 + 5.43 

+ 5.09 + 1.59 + 3.87 + 13.10 + 6.39 

+ 1,71 +4.16 + 14.08 + 6.87 + 11.82 = /(p) 

/ (rij) = + 1182 + (aj- 0.93) 

wo /i (a;) = 5.47 + 1.71 a;® + 4.16 + 14.08 x + 6.87. 

Die Funktion {x) hat nur positive Koeffizienten. Sie kann also 
fiir positive Werte von x nur positive Werte haben. Daraus folgt sofort, 
daB eine positive Wurzel der Gleichung / (a;) = 0 notwendigerweise kleiner 
als 0.93 sein muBte. 

Es kann mitunter zweckmaBig sein, (ir) von neuem in analoger 
Weise zu zerlegen, indem man durch x — q dividiert. 

Beispiel: 

g = _0.93 

5.47 + 1.71 +4.16 + 14.08 + 6.87 

— 5.09 +3.15 — 6.80 —6.77 

— 3.38 + 7.31 + 7.28 + 0.10 

/j [x) = + 0.10 + (x + 0.93) (5.47 a;® — 3.38 

+ 7.31 X + 7.28) 



§ 14. Bereehnung einer ganzen rationalen Funktion. 


83 


und daher 

/(*) = + 11.82 + 0.10 (a: —0.93) 

+ (x — 0.93) (x + 0.93) (5.47 x*' — 3.38 x* + 7.31 x + 7.28). 

Auf diese Weise fortfahrend zerlegt man eine Funktion in eine Summe 
von Gliedern, von denen das erste den Wert fur x = p darstellt. Die 
Summe der ersten beiden Glieder stellt eine lineare Funktion dar, die fiir 
X = p und X — q mit / (x) iibereinstimmt, die Summe der ersten drei 
Glieder eine Funktion 2. Grades, die fiir x = p, x = q, x — r mit / (x) 
ubereinstimmt usf.: 

/ (x) = / (p) + /i (?) (a;— p) + /a (r) (x— p) (x — ?) 

+ /s (s) i^—p) {x~q) (x — r) + etc. 

Aus dieser Entwicklung ergeben sioh fiir / (p), / (?), / (r), / (s) etc. 
die Gleichungen ' 

/ (P) == / (P) 

/(?)=/ (P) + /i (9) (9 — P) 

/ {r) =f(P) +/i (9) (^ — P) +h W ('• — P) ('■ — 9) 

/(«)=/ (P) +/i (9) {« — P) +/2 (^) (s—p) (s—q) 

+ /s is) (s —P){s— q) (s — r) etc. 

Beispiel: 

/ (x) = 7 x® — 5.47 X® + 3.33 x® + 1.72 x —0.15 
p = 0 ? = + 0.2 /• = — 0.2 s — + 0.5 t — — 0.5 

7 0 — 5.47 + 3.33 + 1.72 — 0.15 = /(p) 

+ 1.4 + 0.28 —1.04 + 0.46 

+ 1.4 —5.19 +2.29 +2.18 = h (9) 

— 1.4 0.00 +1.04 

0.0 —5.19 +3.33 = U ('■) 

+ 3.5 + 1.75 
+ 3.5 — 3.44 = /a (s) 

— 3.5 

= /* (0 

/ (x) = — 0.15 + 2.18 X + 3.33 x (x — 0.2) 

— 3.44 X (x — 0.2) (x + 0.2) 

+ 7 X (x — 0.2) (x + 0.2) (x — 0.5) (x + 0.5). 
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§ 15. Bereclmung einer ganzen Funktion aus einer Anzahl 

ihrer Werte. 

Wenn von einer Fnnktion / (re) nicht die Entwicklung nach Potenzen 
von X gegeben ist, dafiir aber eine Reihe von Werten der Funktion / (p), 
/ (^)5 / (^) etc. gegeben sind, so kann man die Zerlegung in die Form 

/ ip) +/i ig) i^ — P) 4-/2 W i^—p) [x—q) + etc. 
direkt finden, indem man die Werte {q)^ (r) etc. aus den Gleichungen 

fig) ^iip) +/i ig) ig — p) 

i {r)^i ip) + /i iq) (r — p) + (r) {r — p) [r — q) etc. 

bereclinet. Ist der Grad von / (a:) gleich so muB man die Werte von 
/ (x) fur ?! + 1 Werte p, q, r etc. kennen, um die Koeffizienten aller Glieder 
zu finden. 

Die Rechnung kann in folgender Weise durchgefuhrt werden. Man 
sebreibe die Werte p, r, . . . in eine Kolonne und ebenso die Werte 
/ (P)j / (^)j / ('’)? ' • • ziehe in beiden Kolonnen den ersten Wert von 
den iibrigen ab. Wenn die Kolonnen mebr als drei Zahlen entbalten, so 
schreibt man, um die Differenzen zu bilden, die ersten Glieder am besten 
auf einen Zettel, den man an den iibrigen Zahlen entlang fiihrt. So erhalt 
man die beiden Kolonnen 

Q — P f{Q)—f{p) 

r-p fir)— f ip) 

S — P f{s)—f(p) 

etc. etc. 

Jetzt dividiert man die beiden ersten Glieder durcbeinander, die 
beiden zweiten Glieder durcbeinander usf, Auf diese Weise ergeben sich 
die Werte (^), (r), (s) etc. 

Die Kolonne dieser Werte wird dann mit der Kolonne q^ 5 , . . , 
Oder aucb q — p, r — p, s — p, . . . wieder ebenso bebandelt und ergibt 
die Kolonne (r), ( 5 ) . • • usf. 

Beispiel. Der Gang g eines Chronometers soli als ganze Funktion 
2. Grades der Temperatur t dargestellt werden. Der Gang ist fiir drei 
Temperaturen beobachtet: 

Temperatur Gang 

21.50 -+ 3.12*"® 

30.2® + 4.23*"® 

5.50 + 2.52*"® 

Daraus 


Differenzen Quotient 
8.7 1.11 + 0.128 

— 16.0 — 0.60 + 0.038 


Differenzen Quotient 

— 24.7 —0.090 + 0.00365 
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Mitliin 

g = 3.12 + 0.128 {t — 21.5) + 0.00365 (/ — 21.5) (t — 30.2). 

d g 

Man fiihrt nun besser die Temperatur Iq ein, fiir welche ^ ver- 

di 

schwindet. 
d g 

^ = 0.128 + 0.00365 (2 ^ — 51.7) = 0.00365 (35.1 + 2 i — 51.7) 

= + 8.3. 

Und indem man jetzt nach Potenzen von t — Iq ordnet, mufi die erste 
Potenz wegfallen: 

g = 2.49 + 0.00365 —8.3)2. 

Die Berechnung eines Wertes der Funktion / {x)^ die in der Form 

/ {^’) ==/ (P) + /i (^) (^ — P) +/2 {r) [x — -p) [x—q) H 

gegeben ist, laCt sich in ahnlicher Weise ausfuhren, wie wenn die Ent- 
wicklung nach Potenzen von x gegeben ist. Soi z. B. / {x) vom dritten 
Grade : 

/ (^) = % + ^2 i^ — P) + % (^ — p) (^—g) 

+ aQ {x — p) (x—q) {x—r), 

so kann der Wert fiir rr = it so gefunden warden. Man berechnet sukzessive 

^1 = (li — r) + Hi 

^ ^1 — q) -f" ^2 

bz = ^2 P) + ^3* 

Dann ist f (w). Das Verfahren ist dasselbe wie das oben S. 81 
auseinandergesetzte, nur daC dort an Stelle der Faktoren u — r, ii — 
u — p drei gleiche Werte treten. Die Rechnung kann nach einem ahn- 
liclien Schema geschehen wie oben: 

Uq 111 a., * Uz 

lip (ii — r) bj^(ii — q) b^jii—p) 
bo ^3 

n — r n — q ii — p> 

Beispiel. In dem obigen Ausdruck fiir den Gang eines Clironometers 
g = 3.12 + 0.128 (i — 21,5) + 0.00365 (/ — 21.5) (f — 30.2) 
soil der Wert von g fiir J = + 8.3 berechnet warden. 

+ 0.00365 + 0.128 + 3.12 

— 0,080 —0.63 

+ 0.048 + 2^ - g (8.3) 
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w= 8.3 rJ= 8.3 

q = 30.2 p = 21.5 

— 21.9 — 13.i 

Die Berechnung von / (p), (g), /g (r) etc. ist erheblich einfacher, 

wenn von den GroGen p, q, r etc. je zwei aufeinanderfolgende die gleiche 
Differenz babea. Ist namlioh q — p — r — q = ■ ■ • = h und schreibt 
man die Entwicklimg von f (x) in der Form 

**lo 

/ (a:) = ^0 + -dj (a; — p) + ^ (a: — p) (a: — q) 

A 

+ ^ (a: — p) (a: — g) (a; — r) + etc., 

so ist 

Af (x) = f (x + k) — f {x) = h + k Az (x — p) 

A- (x ~p) (x — q) Ar etc. 


Denn x A- — g = x — p, x A- k — r = x — g etc. ; daber z. B. 

(x A- h — p) (x A- ^~g) (x Ar fi — r) — (a: — p) {x — q) (x — r) 

= {z A-h — p} [x — p) [z — q) ~{z — p) (a: — q) {x — r) 

= i{x A- h — p) —■ {x — ry] {x — p) {x~~q) 

= 3h(x — p} (z~q). 

ilitbin ist 

kA^ = A/(p). 

Bildet man in derselben Weise A® / (a:) = A / (a: + A) — A / («), so 
ergiit sicb 

A® A 

A® / (a;) = A® Ag + A® (a: — p) + (z — p) {x — ?) + ■•• 
Daber ist 


A® A^—A^f ip) 

und in derselben Weise fortfabrend beweist man allgemein fur jeden Wert 
von r 

h' Af — A' f ip). * 

Ist f ix) vom re-ten Grade, so mufi a / (a:) vom re — 1-ten Grade sein, weil 
sicb das Glied der hSobsten Potenz von x in der Differenz / (a: + A) — / {x) 
fortbebt. a® / ix) ist vom re — 2-ten Grade usw. A”/ ix) ist von x unab- 
b§ngig und alle folgenden Differenzen sind Null. 

Aus der Reibe der Werte 


f (P)> A / ip), A® / ip), . . A*-^ / ip), A"/ (p) 
findet man durob bloBe Addition die Reibe der Werte 
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/(?)> A /(g), AV (g), • . ■ A’^-VCg), A"/(g)- 

Denn es ist 

/ (g) = / (p) + A / (p) 

A/(g) = A/(p)+A^/(p) 


A“/(g) = A’‘/(p). 

Auf dieselbe Weise findet man aus den Werten /(g), A / (g), . . . 
die Werte / (r), A / (r). A® / (r) . . . usf. 

Z. B. 


7 


/ (cc) = 7 rfS — 5.47 a;" + 3.33 a:^ + 1.72 a; —0.15 
p = — 2, g = _l, 7- = 0, s = + l, <=+2 
0 — 5.47 + 3.33 + 1.72 — 0.15 

— 14 +28 —45.06 + 83.46 — 170.36 

— 14 + 22.53 —41.73 + 85.18 — 170!^=/ (p) 


1 +21 


•43.53 + 85.26 


— 21 
+ 7 


+ 43.53 
— 14 


— 14 
+ 14 


+ 29.53 : 


0 = 


— 85.26 +170.44 == A / (p) 


A^/(p) 


i AV(p) 


A'*/(p) 

24 


A"/(p) 
120 ■ 


Fur die Reihe / (p), A / (p), A*/ (p), etc. erhalten wir also die Werte: 


/ (p) = — 170.51 
A / (p) = + 170.44 
aV (P) = — 170.52 
A»/ (p) = + 177.18 
A*/(p)= 0 

A® / (p) = + 840 


und konnen nun aus diesen durch Addition je zweier untereinander stehen- 
der ZaMen die entsprechenden Werte fiir g und aus diesen die fur r usw. 
ableiten. 


r s 

f: — 0.07 — 0.15 + 6.43 

A/: — 0.08 + 6.58 + 190.42 

A2 / : + 6.66 + 183.84 + 1201.02 

A3 /: + 177.18 + 1017.18 + 2697.18 
A*/: +840 +1680 + 2520 

AS/: +840 + 840 + 840 


t 

+ 196.85 
+ 1391.44 
+ 3898.20 
+ 3217.18 
+ 3360 
+ 840. 


t-\~ h 
1588.29 
etc. 
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Durch die umgekelirte Rechnung kann man aus der Kolonne fiir p 
auch die Werte f {p — h), A / (p — A) . . . linden und aus diesen die fiir 
p — 2h usf . 

p — h 

— 1528.65 
^ 1358.14 

— 1187.70 
+ 1017.18 

— 840 
+ 840. 

Man mul3 dabei in der Kolonne von unten nacli oben rechnen. 
Man vird guttun, zur Kontrolie einen der so abgeleiteten Werte, 
z. B. / (^ + h) noch einmal direkt zu berechnen. 

7 0 — 5.47 + 3.33 + 1.72 — 0.15 

-f 21 + 63 + 172.59 + 527.76 + 1588.44 

+ 21 + 57.53 + 175.92 + 529.48 + 1588.29' = / (3). 

Dadurch sind gleichzeitig die Werte / (q), f (r), / ( 5 ), / [L) kontrolliert, 
deren Fehler ja bei der ersten Art der Berechnung in den Wert von / (i + /?), 
eingeht. 


§ 16 . Die Aufflndung der Auzahl der reellen Wurzeln. 

Handelt es sicb urn die Wurzeln der Gleichung / (j?) = 0, so sieht 
man sogleicii ein, daC, wenn h positiv ist, und die Glieder einer Kolonne 
abwechselndes Zeichen haben, wie bier z. B. fiir x = p — h, keine Wurzel 
der Gleichung existieren kann, die kleiner ist als p — A. Denn die samt- 
lichen Differenzen x~{p—h), x — p, x—q, x—r etc. sind fur 
X a p — h negativ. Daher haben die Produkte 

x~[p—hy, {x — {p~h)){x~p); {x — {p—h){x — p){x~q) etc. 
abwechselndes Zeichen und die samtlichen Glieder in der Entwickluiig 
f{x) = f {p —h) + Af ip—h) {X — ip—h)) 

+ ^ (^x — ip—h)) {x—q) ^ 

haben das gleiche Vorzeichen. Daher kann ihre Summe nicht verschwin- 
den. Derselbe Satz bleibt noch bestehen, wenn einzelne Glieder der Ko- 
lonne Null sind. Es kann z. B. hier keine Wurzel geben, die kleiner ist 
als — 2. 

Wenn alle Glieder einer Kolonne das gleiche Zeichen haben wie 
z. B, hier fiir = 5 = + 1, so g’ibt es keine Wurzel, die groBer ist als 
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s + {a — 1) • /z, wo n den Grad der Gleichung bedeutet. Denn in der 
Entwicklung 

f{x) = f (s) + A— ^ A / (5) (a; — s) + • • • 
h->' A« i (s) 

_l ^ • • • {x — s — h) • • • {x — s — {n — 1) h) 

n I 

sind five X > s + {?t — 1) h alle Glieder von gleichem Zeichen. Wenn h 
negativ ist, so schlieBen wir in analoger Weise, daC a+ (n — i)h eine 
untere Grenze der Wurzeln bildet, sobald die betreffende Kolonne lauter 
gleiclic Vorzeichen aufweist, und b eine obere Grenze, wenn die entsprechende 
Kolonne lauter abwechselnde Vorzeichen enthalt. lil unserm Falle warden 
die Wurzeln nur zwisclien — 2 und + 5 liegen konnen. Eine noch engere 
obero Grenze erkennen wir aus der Kontrollrechnung fiir a; = 3 (S. 88 ). 
Hier sind die Koeffizienten b^ alle positiv. Da nun 

/ {x) = + (a; — 3) (ao + b^ x^ + b^x^ + b^x + 64 ), 

so sifid fur a; > 3 alle Glieder positiv. Die Wurzeln unsrer Gleichung 
liegen daher zwisclien — 2 und + 3. 

Man kann nun mit einem kleineren absoluten Wert von h die Rech- 




90 IV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 



J 7 - + 0.4 

4 = + 0.2 

,=.0 1 

5 -— 0.2 

0.4 

—06 

— 0.8 j 

— 1.0 

; 

+ 0.7924 

+ 0 . 28 o 6 S 1 

— 0.15 

— 0.31928 

— 0.02680 

1 + 0.65400 

+ 1.11208 

— 0.07 

j 1 

— 0.60672 

— 0.43668 

— 0.16928 

+ 0.29248 i 

+ 0.68080 

+ 0.45808 

— 1.18208 

— 

zPi 

+ 0.07104 

+ 0.26640 ‘ 

+ 0.46176 

+ 0.88832 

— 0.22272 

— 1.64016 

— 

— 

^ 3 / 

+ 0.19536 

+ 0.19536 

— 0.07344 

— 0.61104 

— 1.41744 

— 2.49264 

— 

— 


0 

— 0.26880 

— 0.53760 

— 0.80640 

— 107520 

— 1,34400 

— 

•— 

^ 6 / 

— 0.26880 

— 0.26880 

— 0.26880 

— 0.26880 

— 0.26880 

— 0.26880 1 


— 


ferner fiir p — ^ + 0.6 

+ 1.4436 

— 0.65120 

* + 0.14448 

— 0.07344 

+ 0.26880 

— 0.26880. 

Daraus folgt, daU die Wurzeln zwisclien — 1.0 und + 0.6 liegen 
mixssen, und zwar geht aus den Vorzeichen der berechneten Werte von 
f (x) bervor, daB eine Wurzel zwischen — 1.0 und — 0.8, eine z^eite 
zwischen — 0.6 und — 0.4 und eine dritte zwischen 0 und + 0.2 liegt. 
Indessen ist nicht sogleich zu libersehen, dafi zwischen den Grenzen — 1.0 
und + 0.6 nicht noch mehr als drei Wurzeln liegen. Es konnten aber 
nur entweder drei oder fiinf Wurzeln sein. Denn in einem Intervall, an 
dessen Grenzen / (x) das gleiche Vorzeichen hat, kann nur eine grade 
Anzahl von Wurzeln liegen, und in einem Interval!, an dessen Grenzen / {x) 
entgegengesetztes Zeichen hat, kann nur eine ungrade Anzahl liegen. 
Es kann die Anzahl der Wurzeln also wohl grofier sein als die Anzahl der 
in der Reihe der berechneten Werte von / (x) vorhandenen Zeichen - 
wechsel, aber sie kann nur um eine grade Zahl groBer sein. 

Man kann nun aus den Vorzeichen der Werte von A /, / etc. 

noch weitere Schliisse iiber die Anzahl der vorhandenen Wurzeln ziehen. 
Um diese Schliisse auseinanderzusetzen, miissen wir aber etwas weiter 
ausholen. 

Es sei eine Reihe von Zahlen gegeben: 

Aq Ai Ag . . . Am 

die wir zunachst alle von Null verschieden voraussetzen. Unter der Anzahl 
der Zeichenwechsel dieser Reihe versteht man alsdann die Zahl, welche 
angibt, wievielmal es in der Reihe vorkommt, daU zwei benachbarte Werte 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Aus dieser Reihe werde eine andere abgeleitet, indem man eines der 
Glieder, z. B. A^ durch den Wert 

B Aj. + m 

ersetzt, wo jn ein positiver Wert sein soil. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
der neuen Reihe 
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Aq Ar^i B Af^i . . , An 

wiirde, wenn A, und das gleiche Vorzeichen besitzen, dieselbe sein 
miissen, wie die der ersten Reihe, weil B dann dasselbe Zeichen wie Ar 
haben mu 6. Wenn aber und entgegengesetztes Vorzeichen be- 
sitzen, so kann der Fall eintreten, da6 B ein anderes Vorzeichen als Ar, 
namlich das von erMlt. In diesem Falle geht der Zeichenwechsel 
von Af^iAr in eine Zeichenfolge Ay^iB iiber. 

Nun kdnnen drei Moglichkeiten eintreten. Entweder A, Af^i war 
eine Zeichenfolge, dann ist B A^^i ein Zeichenwechsel; oder A^Af^i war 
ein Zeichenwechsel, dann ist B A^^^ eine Zeichenfolge; oder endlich es 
ist r = ?z. Im ersten Falle ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen 
Reihe dieselbe wie in der alten; denn fur den verier enen Zeichenwechsel 
Af^i Ar ist ein neuer B Ar^i aufgetreten. Im zweiten Falle ist die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der zweiten Reihe um zwei Einheiten kleiner als 
in der ersten Reihe; denn die beiden Zeichenwechsel Af und 
gehen in die Zeichenfolgen A^^^B und B A r^\ uber. Im dritten Falle 
ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen Reihe um eine Einheit 
kleiner als in der ersten Reihe; denn der Zeichenwechsel A^i A« ist in 
die Zeichenfolge A«_i B iibergegangen. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
kann sich also keinesfalls vergrofiern, sondern hochstens vermindern, ent- 
weder um eine oder um zwei Einheiten. Um eine Einheit verxnindert es 
sich dann und nur dann, wenn das letzte Glied der Reihe das Vorzeichen 
wechselt. 

Man denke sich nun die neue Reihe mit demselben oder irgendeinem 
andern Werte von m in derselben Weise wieder abgetodert, so gilt das- 
selbe. Es kann die Anzahl der Zeichenwechsel nur abnehmen, niem^s zu- 
nehmen, und sooft das letzte Glied der Reihe sein Vorzeichen wechselt, 
mu6 ein Vorzeichen verlorengehen, im andern Falle konnen nur je zwei 
verlorengehen. Wenn man diese Rechnung eine beliebige Anzahl Male 
wiederholt hat und es ist dabei X mal vorgekommen, daB das letzte Glied 
von einer Reihe zur nachsten wechselte, so ist die Anzahl der im ganzen 
verlorenen Zeichenwechsel entweder gleich X oder um eine gerade Anzahl 
groBer. 

Wenn z. B. aus der Reihe 

CLq . ^n 

nach dem oben angegebenen Schema die Reihe der Grofien 

bereohnet 'wird, wo bi = 0 ^ + pa^, b^^ (iz + pbx- • &« = <*„ + ]> 

und p eine positive GroBe bedeutet, so kann die zweite Reihe nur weniger, 
nicht mehr Zeichenwechsel enthalten, und die Zahl der verlorenen Zeichen- 
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wechsel ist grade oder ungrade, je nachdem und das gleiche Zeichen 
haben Oder entgegengesetztes. 

Diese Bemerkung gilt auch fiir die Werte, die wir mit Hilfe der Regel 

/ {X) + f{x) = A^ / (.T + h) 

aus der Kolonne 

tip) 

A fip) 

AV(P) 

aufbauen. 

So haben wdr z. B. in der Tabelle auf Seite 90 in der Kolonne fin* 
^ = + 0.2 drei Zeichenwechsel, in der folgenden (r = 0) zwei, in der 
nachsten wieder zwei, dann wieder zwei, eins, eins und endlicli keins melir. 
Die Anzahl nimmt von Kolonne zu Kolonne niemals zu, sondern bleibt 
entweder gleioh oder ver minder t sich. Es br audit dabei aucli niclit aus- 
geschlossen zu sein, daC eines oder mehrere.Glieder verschwinden. Man 
muC dann nur die Zeichenwechsel so zahlen, als ob die Glieder gar nichfc 
vorhanden waren. So hat man z. B. in der Kolonne p = + 0.4 drei 
Zeichenwechsel zu zahlen. 

Vorausgesetzt nun, dall der Unterschied h zweier aufeinanderfolgen- 
der Werte p, g,r . • • so klein ist, daC / (x) nicht mchr als einmal sein 
Zeichen wechselt, wenn x ein solches Intervall von p znq oder von q zu r 
etc. durchlgiuft, und wenn bei jeder Wurzel / {x) sein Zeichen wechselt, 
so mu6 in jedem Intervall, in dem eine Wurzel liegt, bei den betreflendeii 
beiden Kolonnen eine ungrade Anzahl von Zeichenwechsein verloren- 
gehen. Die Anzahl der Zeichenwechsel, die von einer Kolonne {x = p) 
zu einer andern {x p Xh) verier engeht, ist daher gleich der zwischeu 
p und p + Xh gelegenen Wurzeln oder um eine grade Zahl grofier; d. h. 
man kann aus den beiden Kolonnen allein, auch ohne die zwischenliegenden 
Kolonnen zu kennen, einen SchluC auf eine obere Grenze der Wurzeln 
machen. Vorausgesetzt, dafi h hinreichend klein ist, foigt z. B. aus den 
Kolonnen fiir rr = 0 und x = - — 1, da6 in diesem Intervall nicht mehr als 
zwei Wurzeln iiegen. LaBt man h sich der Null nahern, so geht A / * 
in /', A® / in f' iiber usw. Fiir positive hinreichend kleine Werte 
von h haben daher a” A A"”^ / . . . A /, / dieselben Zeichen wie 

Wir erhalten daher den Satz, daC die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe {x), ... A (rr), / {x) mit wachsenden Werten von x sich 

nur vermindern kann und dafi die Anzahl der in einem Intervall verlorenen 
Zeichenwechsel der Anzahl der Wurzeln, die in dem Interval! Iiegen, ent 
weder gleich ist oder sie um eine grade Anzahl iiber trifft. 
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Die Werte der Reihe •••/',/ kann man fiir irgend- 

einen Wert p in derselben Weise berechnen, in der oben (S. 83) die 
Koeffizienten der Entwicklung 

/ (•^) = f ip) + / (q) (x — p) + (r) (j; ■ — p) [x — q) + etc. 

berechnet worden sind. Man braucbt nur die Werte p, q, r . . . alle ein- 
ander gleich, zu maohen ; dann geht die Entwicklung in die Entwicklung 
nach Potenzen von x — p iiber und folglich wird 


/i (9) = 

h (r) = 


f ip) 
r (P) 
21 


etc. 


Fur die Vorzeichen von kommt es auf die Nenner 

11 . 

____ . . . nicht an. Man hat daher nicht notig, die gefundenen 

Zahlen /s («s) . . . erst mit 2!, 3! . . . zu multiplizieren. 

Die Vorzeichen von .../' / fiir dasArgumentOsindidentisch 

mit den Vorzeichen der Koeffizienten, wenn / (re) nach fallenden Potenzen 
von X ontwickelt ist. Daher gibt die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Koeffizienten eine obere Grenze fiir die positiven Wurzeln, 
hinter welcher die Anzahl der positiven Wurzeln nur um eine grade Zahl 
zuriickbleiben kann. So sieht man z. B. aus den Koeffizienten der Funk- 
tion 5. Grades -S. 87 


Ix^ — 5.47 + 3.33 + 1.72 a; — 0.15, 

daB sie hochstens drei und mindestens eine positive Wurzel hat. Ver- 
wandelt man a; in — a?, so erhlLlt man auf dieselbe Weise eine obere Grenze 
fiir die negativen Wurzeln. Die Reihe der Koeffizienten gibt dann 2 
Zeichenwechsel. Es existieren daher entweder 2 oder gar keine negativen 
Wurzeln. Die Tabelle S. 90 laBt erkennen, daB mindestens eine Wurzel 
zwischen — 0.4 und — 0.6 und eine zwischen. — 0.8 und — 1.0 liegt. 
Da es nur zwei negative Wurzeln gibt, so liegt in jedem dieser Intervalle 
eine und nur eine Wurzel. Von der Kolonne fiir ic = + 0.2 zu der fiir x = 0 
geht ein Zeichenwechsel verloren, Wir vermuten daher, daB nicht mehr 
als eine Wurzel in dem Intervall liegt. Der SchluB ist aber nicht sicher, 
weil moglicherweise der Wert von h (die Tabelle ist mit A = — 0.2 be- 
rechnet) nicht klein genug ist. 

Wir berechnen daher fiir a; = 0.2 die Reihe der Ableitungen: 



94 


IV. Abschnitt. Gauze ratiouale Funktionen einer Yeranderlichen. 


/( 5 ) ( 0 . 2 ) 
51 


0 —5.47 + 3.33 + 1.72—0.15 
1.4 + 0.28 — 1.038 + 0.46 + 0.44 
■ 1.4 — 5.19 + 2.292 + 2.18 + 0.29 = / (0.2) 
1.4 + 0.56 — 0.926 + 0.27 
2.8—4.63 + 1.366 + 2.45 = /' (0.2) 

1.4 + 0.84-0.758 
4.2 -3.79 + 0.61 = 

1.4 + 1.12 ,,,, _ 


' ■ — /'” ( 0 . 2 ) 

5.6 — 2.67 = 

J 1 

Jl'i- /G)(0.2) 

Es ergeben sich damit die folgenden Vorzeichen: 

Anzahl der 
Zeiehenweehsel 

0 : H f- + — 3 

a;=+0.2: + H h + + 2 

Differenz: 1. 

Es ist ein Zeiehenweehsel verloren ; daher liegt in dem Interval! nieht 
mehr als eine Wurzel. Die Berechnung der Werte von //' ete. braucht 
nur mit solcher Genauigkeit ausgefuhrt zu werden, daB man das Vor- 
zeiehen der GroBen erkennen kann. Im allgemeinen wird die Genauigkeit 
des Rechensehiebers vollkommen ausreiehen. 

Von der Kolonne ftir a: = 0.6 zur Kolonne fiir a: = 0.4 sind zwei 
Zeiehenweehsel verloren. Wenn h klein genug ist, muB dasselbe ftir die 
Heihe der Ableitungen gelten. Es ergibt sich nun: 

f(0.4) 0 —5.47 + 3.33 + 1.72—0.15 

5! “ + ^ + 2.8 + 1.12 — 1.74 + 0.64 + 0.94 

+ 2.8 — 4.35 + 1.59 + 2.36 + 0.79 = / (0.4) 

+ 2.8 + 2.24 — 0.84 + 0.30 

+ 5.6 — 2.11 + 0.75 + 2.66 = f (0.4) 

+ •2.8 + 2.36 + 0.10~ ~~ 

+ 8.4 + 0.25 + 0.85 = ^-^^ 

+ 2.8 + 4.47 

+ 2.8 


r (0-4) 

3! 


+ 14.0 = 


f (0.4) 
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Es zeigt sich, dafi schon fiir ic = + 0.4 in der Reihe der Ableitungen 
keine Zeichenwechsel vorhanden sind. Es gibt folglich keine Wurzeln 
zwischen a; = + 0.4 und x ^ + co. Dagegen fanden wir oben fur rr = 
+ 0.2 in der Reihe der Ableitungen zwei Zeichenwechel. Es konnten 
also zwischen a; == + 0.2 und a; = + 0.4 zwei Wurzeln liegen. Man 
kann sich aber sogleich uberzeugen, da6 keine Wurzeln in dem Inter - 

fi^) 

vail liegen. Denn da positiv ist, so nimmt — mit wachsendem a? zu, 

und da die Werte fiir x = + 0.2 und a; = + 0.4 positiv sind, so ist 

/(3) 

in dem ganzen Intervall positiv. Folglich w^chst — mit wachsendem x 

von — 2.67 bis + 4.72. Daraus ergibt sich, daB /" (x) zunS.chst abnimmt 
und dann wieder zunimmt. Da aber die Abnahme nicht starker sein kann 
als — 2.67 X 3! auf die Einheit der Zunahme von a:, und also auf eine Zu- 
nahme von 0.2 nicht mehr als — 2.67 x 31 X 0.2 = — 3.2, so kann f" 
in dem Intervall, wenn es liberhaupt negativ wird, nicht kleiner sein als 
+ 0.61 X 2! — 3.2 = — 2.0 und /' kann mithin mit wachsendem x nicht 
starker abnehmen als — 2.0 x 0.2 = — 0.4, wenn es xiberhaupt abnimmt. 
Somit bleibt /', da es fur a; = 0,2 den Wert + 2.45 hat, in dem ganzen 
Intervall positiv, und / (a;) muB infolgedessen mit wachsendem x von 
+ 0.29 bis + 0,79 wachsen und kann daher nicht verschwinden. 

Die Gleichung hat daher drei und nicht mehr als drei reelle Wurzeln. 


§ 17. Die Berechnung der reellen Wurzeln. 

Die genauere Berechnung der reellen Wurzeln geschieht ebenfalls 
zweckmaBig mit Benutzung des Schemas, nach dem die Reihe der Ab- 
leitungen gefunden wird. 

Beispiel. Es soil die Wurzel zwischen x + 0.2 und a? = 0 genauer 
berechnet werden. 

1. Naherungswert x = 0.1. 

Man berechne zunachst / (0.1) und /' (0.1). 

+ 7 0 —5.47 + 3.33 + 1.72 —0.15 

+ 0.7 + 0.07—0.54 +0.279 +0.1999 

0,7—5.40 + 2.79 + 1.999 + 0.0499 = / (0.1) 

0.7 + 0.14—0.526 + 0.2264 

1.4 —5.26 + 2.264 + 2.22^ = f (0.1). 

Setzt man die Wurzel gleich 0.1 + u und vernachlassigt die Glieder 
zweiter Ordnung in u, so ergibt sich fur u die Gleichung 
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0.0499 + 2.2254 u = 0, 

i- = — 0.022, 

also fur die Wurze! 

.r = + 0.078. 

Dies ist ein neuer Nfiherungswert, den man nun in derselben Weise 
behandeln kann: 

+ 7 0 —5.47 + 3.33 + 1.72 — 0.15 

+ 0.55 0.04 — 0.42 + 0.227 + 0.1519 

+ 0.55 — 5.43 + 2.91 + 1.947 + 0.0019 = / (0.078) 

+ 0.55 + 0.86 — 0.36 + 0.199 

1.10 —4.57 + 2.55 + 2.14^ =/' (0.078). 

Das gibt die neue Verbesserung 


I 

r 


— 0.0009 


und den Wurzelwert x~ 0.0771. 

Da man siebt, dafi /' in dem Interval! vom N&berungswert bis zur 
Wurzel seinen Wert in den ersten beiden Stellen 2.1 kaum mehr Sndert, 


/ 1 

so ist die Verbesserung — auch auf weniger als ihres Betrages riobtig, 

/ 2i\j 


und die Wurzel + 0.0771 ist auf weniger als eine balbe Einheit der letzten 
Stelle genau. 

Will man die Wurzel genauer berecbnen, so kann man entweder in 
derselben Weise fortfabren, wobei dann aber mit mebr Stellen als bisber 
gereobnet werden muflte, oder man kann von vornberein die Rechnung 
in einer etwas andern Weise durcbfubren. 

Man kann namlich gleicb mit dem ersten Ndberungswert O'.l nicbt 
nur f (0.1) und /' (0.1), sondern auch die Werte der tibrigen Ableitungen 
ausrechnen. 


1.4 — 5.26 + 2.264 + 2.2254 = f (0.1) 
0.7 + 0.21-0.505 


2.1—5.05 + 1.759 
0.7 + 0.28 


2.8 — 4.77 = 
0.7 


r (0.1) 




/(*) ( 0 . 1 ) 


3! 
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Setzt man die Wurzel g'eich 0.1 + ii, so ist n eine Wurzel der 
Gleichung 

7 + 3.5 u* — 4.77 M® + 1-759 u® + 2.2254 u + 0.0499 = 0. 

Man rechnet nun mit dieser Gleichung weiter. Wonn man keine 
rechnerischen Hilfsmittel benutzt, so geht man jedesmal nur um eine 
Ziffer weiter und setzt z. B. 

li = — 0.02 

7 + 3.5 — 4.77 + 1.759 + 2.2254 -f 0.0499 

— 0.14 — 0.067 + 0.0967 — 0.037114 — 0.04376572 
'+ 3.36 — 4.837 + 1.8557 + 2.188286 -f 0.00613428 

— 0.14 — 0.064 + 0.0980 — 0.039074 
+ 3.22—4.901 + 1.9537 + 2.149212 

— 0.14 —0.062 + 0.0973 
"+ 3.08 — 4.963 + 2.0510 

— 0.14 —0.059 
”-f 2.94 — 5.022 

— 0.14“ 

Mithin 

7 A® -I- 2.80 — 5.022 A® + 2.0510 A® + 2.149212 h + 0.00613428 = 0. 

Die letzten beiden Glioder geben dann als nfichsten Schritt 

h — — 0.003 + k. 

Man braucht nun bei den ersten Koeffizienten nicht mehr alle Stellen 
aufzufiihren, weil eine VernachlSssigung in den ersten Koeffizienten fur 
die letzten Koeffizienten nur eine viel kleinere Vernachl&ssigung£nach 
sich zieht. 

7 + 2.80 —5.022 + 2.0510 + 2.149212 + 0.00613428 

— 0.02 — 0.008 + 0.0151 —0.006198 — 0.00642904 
2.78 — 5.030 + 2.0661 + 2.143014 — 0.00029476 

— 0.02 — 0.008 + 0.0151 —0.006244 
+|_ 2.76 — 5.038 + 2.0812 + 2.136770 

— 0.02 — 0.008 + 0.0151 
+ 2.74 —5.046 +2.0963 

— 0.02 — 0.008 
2.72 —5.054 

— 0.02 


+ 2.70. 

Runge, Praxis der Gleiohungen. 
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Aus den letzten beiden Gliedern ergibt sicb wieder die folgende Ver- 
besserung. Man kann nun aber aucb. gleicb mebr Stellen der Wurzel 
finder, indem man bemerkt, dafi der vorletzte Koeffizient bis etwa zur 
dritten Dezimale bin durcb die folgenden Sobritte niobt mebr geSndert 
wird. Man kann daber die Division des letzten K.oeffizienten durcb den 
vorletzten gleicb weiter ausfiibren und erbalt den Zuwacbs, der an dem 
so weit gefundenen NSberungswert der Wurzel anzubringen ist bis auf 
einen Fehler von weniger als yAo-’ 

2.1368 0.00029476 0.0001379 
21368 
8108 
6410 
1698 
1496 

192. 

Die Wurzel ist also 

0.1 

— 0.02 
— 0.003 
+ 0.0001379 
+ 0.0771379. 

Man kann auch, anstatt 

Ji = 0.003 h 

einzufuLren und die Enttvicklung nach Potenzen von k vorzunebmen, 
durcb das oben besprocbene Iterationsverfabren den Wert von h mit der 
gewiinscbten Genauigkeit ermitteln, indem man die Gleicbung fur h auf 
die Form bringt; 

0.00613428 

^ ~ 2.149212 4- 2.0510 h — 5.022 + 2.8 *3 + 7 h*' 

Fiir kleine Werte von h ist die recbte Seite nur scbwacb von h abbangig. 
Liegt z. B. h zwiscben 0 und — 0.003, so liegt der Nenner der rechten 
Seite zwiscben 2.1493 und 2.1430 und daber liegt h zwiscben 

— 0.00613428 — 0.00613428 

2.1493 2.1430 

Oder zwiscben 

— 0.002854 und —0.002863. 

Hiermit kOnnen wisjiiim den Nenner der recbten Seite viel genauer er- 
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mitteln. Wir finden ihn, indem wir h = — 0.00286 einsetzen, bis auf etwa 
eine Einheit der 5ten Dezimale genau gleich 


und somit 


2.14330 

0.00613428 

2.14330 


genau bis auf etwa 10““^ seines Betrages. 
Zweites Beispiel : 


t (x) = 21 —53x’^ + 65x^ + 312 — 74 == 0, 


Die Reihe der Koeffizienten gibt 3 Zeichenwechsel. Daher hat die 
Gleichung entweder drei oder eine positive Wurzel. Verwandelt man x 
in — X, so ergeben sich 4 Zeichenwechsel ; es gibt daher entweder 4 oder 
2 oder gar keine negativen Wurzeln. 

Die Entwicklung nach Potenzen von x — 1 werde in der oben be- 
schriebenen Weise begonnen: 

21 0 0 0 0 0— 63 0+65 0 0 + 312 0— 74 

+ 21 + 21 + 21+ 21 + 21 + 21 —32 — 32 + 33+ 33+ 33 + 346 + 345 

+ 21+ 21 + 21 + 21 + 21— 32 —32 + 33 + 33+ 33 + 345 + 345 + 271 

+ 21 + 42 + 63 + 84 + 106 + 126 + 94 + 62 + 95 + 128 + 161 + 506 

+ 42 + 63 + 84 + 105 + 126 + 94 + 62 + 95 + 128 + 161 + 506 + 851 

Da hier alle Zahlen der Horizontalreihe positiv sind, so braucht man 
nicht weiter zu rechnen, um zu erkennen, daB auBer / (1) und /' (1) auch 
alle librigen Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen von x — 1 
positiv sind. Denn die weiteren Zahlen ergeben sich ja durch bloBe Ad- 
ditionen von positiven Zahlen. Es gibt daher keine positiven Wurzeln, 
die groBer als 1 sind. Man erkennt ferner sogleich, daB f (x) fiir x = 0 
bis 1 nur positiv sein kann. Denn in der Summe 

21 X 13 _ 53 X 7 + 65 X 5 a;* + 312 X 2 rr 

wird fur a; = 0 bis 1 das negative Glied — 63 X 7 x^ schon von dem Gliede 
312 X 2x liberwogen. f {x) nimmt deshalb in diesem Intervall mit wach- 
sendem x zu und kann mithin zwischen x = 0 und = 1 nur eine Wurzel 
haben. Folglich besitzt die Gleichung eine und nur eine positive Wurzel. 
Es sei die Aufgabe, diese Wurzel zu berechnen, 

Unter Vernacbl^ssigung der Glieder hoherer Ordnung setzen wir 
statt / (rr) = 0 die Gleichung 

312 — 74 = 0 


und erhalten daraus, indem wir uns auf 2 Dezimalen beschrtoken, als 
erste N&herung 

X = 0.49. 


7 * 
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Nun werden, um eine genauere Annaherung zu linden, die Werte 
f (0,49) und f (0,49) berechnet. Dabei konnen bei den Koeffizienten der 
hoheren Potenzen die Rechnungen bei einer geringen Anzahl von Stellen 
durcbgefiihrt werden, weil die Werte von / und /' nur wenig davon beein- 
fluBt werden. Es geniigt bis zum Koeffizienten von die Genaiiigkeit 
des Recbcnschiebers: 


+ 21 

0 

1 + 10.3 ; 

! 0 
+ 5.04 

0 

+ 2.47 

0 

+ 1.21 

0 i 
+ 0.59 

— 53 
+ 0.29 

0 

— 25.8 


+ 10.3 
+ 10.3 

+ 5.04 
+ 10.1 

+ 2.47 
+ 7.4 

+ 1.21 
+ 4.85 

+ 0.59 
+ 2.97 

— 52.7 
+ 1.74 

^5.'8“ 
— 25.0 


+ 20.6 

15.1 

+ 9.9 

+ 6.06”" 

+ 3.56 

— 51.0 

— 50.8 


+ 65 
— 12.6 

0 

+ 25.7 

0 

+ 12.6 

+ 312 
+ 6.18 i 

i 0 

+ 155.91 

— 74 
+ 76.396 

+ 52.4 
— 24.9 

+ 25.7 
+ 13.5 

+ 12.6 
+ 19.2 

+ 318.18 
+ 15.6 

+ 155.91 
+ 163.6 

+ 2.396 = / (0.49) 

+ 27.5 

+ 39.2 

i + 31.8 

+ 333.8 i 

1 + .319.5 = 

: r (0.49) 


Die Verbesserung — 
fur die Wurzel erhalten: 


/(0.49) 
r (0.49) 


ergibt sich gleicli — 0.0075, so daC wir 


0.4825. 


Wird die Rechnung mit diesem Werte wiederholt, so ist fiir die 
hoheren Koeffizienten etwa bis a:’ die Genauigkeit des Rechenschiebers 
immer noch ausreichend, falls man die Berechnung der Wurzel nicht sehr 
vie! weiter treiben will. 

+ 21 0 0 0 0 0—53 0 

+ 10.1 + 4,88 + 2.36 + 1.14 + 0.55 + 0.27 —25.44 

+ 10.1 + 4,88 + 2.36 + 1.14 + 0.55 —52.73—25.44 

+ 65 0 0 + 312 0 —74 

— 12.27 + 25.44 + 12.27 + 5.920 + 153.396 + 74.014 
+ 52.73 + 25.44 + 12.27 + 317.920 + 153.396 + 0.014 

Wo die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr ausreicht, kann 
man fur die Multiplikationen mit der vierziffrigen Zahl 4825 Rechentafeln 
mit Vorteil anwenden*). Da der Faktor 0.4825 immer derselbe bleibt, 
so fallt das zeitraubende Blattern fort. 

Der Wert von f andert sich nur wenig. Wenn man nur die ndchste 
Stelle der Wurzel noch haben will, so genugt es, den vorigen Wert zu 
nehmen. Damit erhalt man die Verbesserung 


') z. B. Rechentafeln von Ludwig Ziraraermann, groBe Ausgabe. 
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— 0.00004 

und damit fiir die Wurzel den Wert 

0.48246. 

Wollte man die Wurzel noch genauer finden, so wiirde es notig sein, den 
Wert von / (j) genauer als bisher zu berechnen. 


§ 18. Oraphisehes Reehnen. 

Dio Berechnung einer ganzen Funktion nach der Methode, die auf 
S. 81 und 82 beschrieben wurde, kann auch ganz zwockmaCig auf graphi- 
schem Wege ausgefiihrt werden. 

Um den Wert von 

<^0 •*’” + ^ + <'^2 + • ■ • + n„_i j’ + 

fur X = p zu fmdon, zeichnet man zunachst ein Dreieck, bei dem zwei 
Seiten die Langen 1 und p besitzen. Wird nun ein diesem Dreieck dbn- 
liches konstruiert, bei dem die der Seite 1 entsprechende Seite die Lange 
hat, so hat die der Seite p entsprechende die Ldnge % p. Fiigt man hierzu 
die Lange Ui, so hat man damit = a-o p + In derselben Weise fmdet 
man = bj p + usw. 

Die ahnlichen Dreiecke werden zweckmafiig rechtwinklig gewhhlt 
und auf Millimeterpapier in der folgenden Weise gezeichnet. 
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Von einem Punkt 0 ausgehend trage man die L^nge 1 nach einer 
Ricbtung und die L^nge p senkreciit dazu Bh: 0 Aq = 0 Bq ^ p. Wir 

setzen p zunachst als positiv voraus. Jetzt werde die Ltoge Uq in der 
Richtung 0 Aq Oder der entgegengesetzten, je nachdem positiv oder 
negativ ist, von 0 aus abgetragen: OA^^Uq. Zieht man nun A^B^ 
parallel Aq Bq, so wird 0 B-^=^ p, wobei 0 B-^ positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je nachdem B^ auf derselben Seite von 0 liegt wie B^ oder 
auf der entgegengesetzten Seite. Jetzt trage man von 0 aus die Lhnge — a-^ 
in der Richtung 0 Bq oder der entgegengesetzten auf, je nachdem — 
positiv oder negativ ist: 0 B = — dann ist 

5 ^3 = ao p + Gi == &i. 

Dabei ist B B^ positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
B nach B^ der Richtung 0 nach Bq gleich oder entgegengesetzt ist. 

Um nun B B^ mit p zu multiplizieren, braucht man nur in B^ eine 
Senkrechte auf A^B^ zu errichten und so das rechtwinklige Dreieck Bi B 
zu konstruieren. Das Dreieck B^ B ist dem Dreieck A^O B^ ahnlich 
und die Seiten B B^ und B verhalten sich wie 1 zu p, Mithin ist 

B 0^ = bi p. 

Dabei ist B positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
von B nach zu der Richtung von 0 nach Bq ebenso oder entgegengesetzt 
liegt, wie die Richtung von 0 nach Bq zu der von 0 nach Aq, Um b^p + 
zu erhalten, tragt man wieder — Ug von B aus ab; 5 C = — und zwar 
in der positiven oder negativen Richtung in dem eben definierten Sinne, 
je nachdem — positiv oder negativ ist. Dann ist C = b^p + b^y 
wobei wueder C positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem die 
Richtung von C nach C-^ die positive oder die negative ist. So kann man 
fortfahren und aus C C^^b^ in der analogen Weise D D^^h^p + 
finden usw. Dabei ist C D = — und die positive Richtung ist die- 
jenige, welche zu der positiven Richtung auf der Geraden B C ebenso 
liegt wie die Richtung von 0 nach Bq zu der von 0 nach Aq. 

In der Fig. 1 ist z. B. der Wert der ganzen Funktion i^itten Grades 
1.85 a;® + 1.61 — 2.44 x + 0.79 fiir a? == 1.08 konstruiert. DieZeichnung 

gibt D = + 2.40, was ein wenig zu groB ist. 

Der Vorteil dieser Anordnung der Sllmlichen Dreiecke besteht darin, 
daB, wenn man nun den Wert von p andert, die Punkte Aq, B, C, D 
usw. liegen bleiben und nur Bq, B^, usw. sich todern. Es braucht 

z. B. bei einer ganzen Funktion dritten Grades nur die gebrochene Linie 
Aj Di neu gezogen zu werden. Die Linie Aq Bq braucht man dabei 
zunachst noch gar nicht zu ziehen, wenn man den Wert von p finden will, 
fiir den D verschwindet. Hat man die Lage der gebrochenen ’Linie 
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Ai Bi 2)i gefunden, bei der mit D zusammenfallt, so kann man nun- 
mehr durcli Parallele zu ziehen und damit p selbst kon- 

struieren. 1 st dabei 0 Aq klein gegen 0 A^^ so tut man gut, die Parallele 
zu A-]^Bi nicht durcb -do, sondern durch einen Punkt A' zu legen, der 
z. B. zehnmal soweit von 0 entfernt ist. Dann erh^lt man p im zehn- 
fachen MaBstab. Wird p negativ, so fallt der Punkt Bq auf die entgegen- 
gesetzte Seite von <9; die positiven Ricbtungen, die in Fig. 1 durcb Pfeile 
bezeichnet sind, bleiben dagegen dieselben wie vorber. 

Bei einer Gleicbung zweiten Grades muB C verscbwinden. Hier 
haben wir es also nur mit der gebrocbenen Linie A-^ B^ zu tun. Damit 
mit C zusammenfalle, muB auf einem Kreise liegen, dessen Durcb- 
messer .4 3 , C isL. Man bat also nur notig, um den Halbierungspunkt von 
A^C mit dem Radius ^ A einen Kreis zu scblagen, um die beiden Lagen 
von und damit die beiden Punkte Bo zu konstruieren, welcbe die beiden 
Wurzeln der Gleicbung darstellen. 

Bei einer Gleicbung dritten Grades soil D mit zusammenfallen. 
Nun bewegt sicb, wenn die Gerade B 0 durcbl^uft, der Punkt auf 

der Geraden C D. Die Gescbwindigkeiten, mit denen sicb B^ und be- 

wegen, verbalten sicb wie Uq z\i 3 + 2 x + Der Punkt wird 
daber seine Bewegung nur dann umkebren, wenn 3 + 2 

sein Zeicben wecbselt. Die betreffenden Werte von x sind die Wurzeln 
der Gleicbung zweiten Grades 

3 ao 5:2 + 2 a: + ag = 0, 

die man in der eben beschriebenen Weise konstruieren kann, voraus- 
gesetzt, daB sie reell sind. Mit diesen beiden Werten von x findet man 
die beiden Punkte Bg, Bg auf der Geraden B C, in denen die Bewegung von 
D-y umkebrt. Durcblauft nun der Punkt B^ die ganze unendlicbe Gerade 
B 0 von — 00 bis + 00, so gebt die Bewegung von B^ in der folgenden 
Weise vor sicb. Bi kommt aus dem negativ Unendlicbemund bewegt sicb 
bis Bg, kebrt dann um bis Bg, kehrt bier abermals um und bewegt sicb 
nacb der andern Seite ins positiv Unendlicbe. Je nacbdem nun B zwiscben 
Bg und Bg liegt oder nicbt, wird dieser Punkt dreimal oder nur einmal 
passiert. Je nacbdem bat also die Gleicbung dritten Grades drei Wurzeln 
oder nur eine. Wenn dagegen die Gleicbung zweiten Grades 3 x^ 
+ 2 a: + ag = 0 keine reellen Wurzeln bat, so kehrt die Bewegung des 
Punktes B^ nicbt um, sondern bescbreibt die ganze Gerade C B in dem- 
selben Sirme. In dem Falle unserer Zeicbnung (Fig. 2) z. B. liegt B eben 
auBerbalb Bg Bg. Die Gleicbung bat daber nur eine Wurzel. Um sie zu 
flnden, sucbt man zwei Lagen von auf, fur die die beiden Lagen von 
Bi dem Punkte B von entgegengesetzten Seiten nabe kommen. Dann 
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teilt man die kleine Strecke zwischen den beiden Lagen von Bi nach dem 
Augenmaij in demselben VerMltnis, in dem D die kleine Strecke zwischen 
den beiden Lagern von teilt. Mit dem so gefundenen Punkt machb 
man die Konstruktion des zugehorigen Punktes Fallt er noch deutlich 
neben D, so andert man B-^ ein wenig, so daB eben auf die andere Seite 
von D ruckt, nnd teilt dann wieder die Strecke zwischen den beiden Lagen 
von nach dem AugenmaB in demselben Verhaltnis, in dem D die Strecke 
zwischen den beiden Lagen von teilt. So findet man die gesuchte Tmge 
von alsbald so genau, wie die Zeichnung es iiberhaupt zulS.6t. 1st diese 
Genauigkeit nicht groB genug, so wird es im allgemeinen nicht lohnen, 
die Zeichmmg im groBeren MaBstab sorgfaltiger zu wiederholen, sondern 
es wird besser sein, den gefnndenen rohen Naherungswert auf die oben 
beschriebene Weise rechnerisch zu verbessern. Die Fig, 2 stellt die 
Gleichung 

18.5 a;® + 16.1 — 24.4 a: + 7.9 = 0 

dar und gibt fur die Wurzel den Naherungswert — 1.75. 

Zur Verbesserung dieses Wertes findet man mit dem Rechenschieber 
nach dem oben beschriebenen Schema: 

18.5 + 16.1 —24.4 + 7.9 

— 32.4 + 28.5 —7.2 

— 16.3 + 4.1 + M 

— 32.4 +85.1 

i: 48.7 + 89.2 


— 0.7 
89.2 


==—0.008. 
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Die Wurzel ist also 


— 1.758. 


Hier ist die letzte Stelle nicht mehr sicher, well der Wert der Funk- 
tion + 0.7 um eine Iialbe Einheit der ersten Dezimale und daher die Ver- 
besserung —0.008 um mehr als eine balbe Einheit der letzten Dezimale 
fohlerhaft sein kann. Zur Probe moge mit dem Naherungswerte — 1.758 
die Rechnung noch einmal gemacht werden, wobei statt des Rechen- 
schiebers eine Rechentafel angewendet wird. 

18.5 +16.1 —24.4 +7.9 

— 32.523 + 28.871634 — 7.86113 

~16.423 + 4.47163F+ O.OSSSf 

— 32.523 + 86.047068 

‘—48.946 + 90.52 

— 32.523 

— 81.469. 


Die naclistc Verbesserung wiirde der Gieichung 

18.5 ks — 81.469 u* + 90.52 u + 0.03887 = 0 

zu geniigen haben. Nimmt man u = — 0.0004, so wird der Koeffizient 

1 

90.52 beim Weiterrechnen nur noch um weniger als seines Betrages 

ZUuU 


geandert. Man kann daher gleioh die Division - 
ausfiihren und erhhlt 

- 0.000429, 

demnach als Wurzel der gegebenen Gieichung 

— 1.758429. 


0.03887 1 


Als zweites Beispiel moge die oben auf anderem Wege behandelte 
Gieichung 

1 y? — bAl + 3.33 + 1.72 x — 0.15 = 0 

dienen (vgl. Fig. 3). 

B fallt in diesem Falle mit 0 zusammen, weil der Koeffizient von 
Null ist. Die gebrochenen Linien selbst werden am besten mit Bleistiffc 
eingezeichnet, wahrend die festen Linien, auf denen ihre Ecken liegen 
miissen, mit Tinte oder Tusche ausgezogen werden. Die verschiedenen 
Lagen des ersten Eckpunktes sind in der Figur in der Reihenfolge, in der 
sie liegen, mit 1, 2, 3, . . 16 bezeichnet. Die entsprechenden Punkte 

auf der Geraden E F tragen dieselben Nummern. Diese liegen nun aber 
nicht in derselben Reihenfolge. Die Punkte 1, 2, 3 folgen von links nach 
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rechts aufeinander, die Punkte 3, 4, 5, 6, 7, 8 dagegen von rechts nacb 
links und die Punkte 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 wieder von links 
nach recbts. Der Punkt 1 auf der ersten Geraden ist so weit links gewahlt, 
dafi alien Punkten, dienoch weiter links liegen, Punkte auf der zweiten Ge- 
raden entsprechen, die weiter nach links liegen als der Punkt 1 der zweiten 
Geraden. Man erkennt dies sogleich daran, daB die dem Punkt 1 ent- 
sprechende gebrochene Linie immer nur nach derselben Seite hin umbricht. 
Der letzte Punkt 16 der ersten Geraden ist so weit rechts gewahlt, dali 
alien Punkten, die noch weiter rechts liegen, Punkte der zweiten Geraden 
entsprechen, die weiter rechts liegen als der Punkt 16 der zweiten Geraden. 
Man erkennt dies wieder daran, da6 die entsprechende gebrochene Linie 
nur nach einer Seite hin umbricht. Zugleich sind die Punkte 1 und 16 
der ersten Geraden so weit auseinandergeriickt, daB die entsprechenden 
Punkte 1 und 16 der zweiten Geraden den Punkt F zwischen sich haben. 
Nun hat man zu untersuchen, wo bei der Bewegung auf der ersten Geraden 
der entsprechende Punkt der zweiten Geraden mit F zusammenfallt. Es 
geschieht dreimal, erstens nahe bei 2, zweitens nahe bei 6 und drittens 
zwischen 9 und 10. Man erhalt so auf der ersten Geraden di’ei Punkte, 
deren Abszissen von 0 aus gerechnet den drei Wurzeln der Gleichung pro- 
portional sind. Die Wurzeln selbst sind die Verh§ltnisse dieser Abszissen 
zn 0 A. Man konstruiert die Werte der Wurzeln selbst, indem man die 
Punkte mit A verbindet und durch Aq, wo 0 A^ = 10 ist, Parallelen zu den 
Verbindungslinien ziebt. In diesem Falle ist es bequemer, die Abszissen 
durch 0 A == 7 zu dividieren. Die Abszissen der Punkte 2 und 6 auf der 
ersten Geraden sind — 7 und — 3. Der zwischen 9 und 10 zu inter - 
polierende Punkt hat etwa die Abszisse + 0.7, Fizr die Wurzeln erhalt 
man demnach: 

= — 1.0 
.r^=— 0.43 

JTg — + 0.1. 

Die dritte Wurzel haben wir schon oben genauer bercchnet zu 
+ 0.0771379. Umauch die andern Wurzeln genauer zu finden, wiirde man 
das oben beschriebene Verfahren von Newton anwenden konnen. 

1. Naherung: — 1.0. 

+ 7 0 — 5.47 -f- 3.33 -f- 1.72 — 0.15 

— 74- 7 — 1.53— 1.80 4-0.08 

— 7 4- 1.53 4- 1.80— 0.08—0.07 

— 7 4- 14 -15.53 4- 13.73 

— 14 4- 15.53 — 13.73 4- 13.65 

0.07 

Korrektur: -j- = 0.0051, 

13.65 





Pig. 8. 
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Hier ist es wegen des runden Wertes der Naherung vorteilhaft, die Ent- 
wicklung nach. Potenzen von a: + 1 zu machen und demnach fortzufahren : 
— 14 + 15.53 — 13.73 + 13.65 

— 7+ 21 —36.53 

— 21 +36.53 —50.26 

— 7+28 

+ 64.53 

— 7 

— 35. ■ 

Wir haben dann, wenn x + i = u geschrieben wird, ftir u die 
Gleiohung: 

7 b® — 35 B® + 64.53 b® — 50.26 b® + 13.65 u — 0.07 = 0. 

1. Naherung: b == + 0.0051. 

Mit der Rechentafel erbalt man; 

7_ 35 + 64.53 — 50.26 + 13.65 — 0.07 

+ 0.0357 — 0.1783 + 0.3282 — 0.2546 + 0.068316 

— 34.9643 + 64.3517—49.9318 + 13.3954—0.001682 

+ 0.036 — 0.178 + 0.328 — 0.253 

— 34.928 + 64.174 — 49.60 +13.14. 

Die vorletzle Reihe ist genau genug mit dem Recbenschieber zu 
erbalten. 

0.001682 

Korrektur : -1 . - . . — = 0.000128. 

13.14 

Mithin ist die Wurzel i Xi = — 0.994772. 

Um auoh die zweite Wurzel zu finden, setzen wir: 

' 1. Naherung: — 0.4 

und rechnen die Entwicklung nach Potenzen von x + 0.4 mit alien 
StelJen aus. 

7 0 —5.47 + 3.33 + 1.72 —0.15 

— 2.8 + 1.12 + 1.74 — 2.028 + 0.1232 

— 2.8—4.35 + 5.07 —0.308 —0.0268 

— 2.8 + 2.24 + 0.844 — 2.3656 

— 5.6 — 2.11 + 5.914 — 2.6736 

— 2.8 + 3.36—0.500 

— 8.4 + 1.25 + 5.414 

— 2.8 + 4.48 

— 11.2 + 5.73 

— 2.8 


— 14.0. 
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Schreibt man x + O.i = ii, so geniigt also a der Gleichung 

7 — 14 + 5.73 ii^ + 5.411 ir — 2.6736 ii — 0.0268 = 0. 

0.0268 

Korrektur : — 0.010. 

2.674 

Naherung: n = — 0.01. 

7 _14 + 5.73 + 5.414 —2.6736 —0.0268 

— 0.07 + 0.1407 —0.05871 —0.05355 + 0.0272715 
14.07 + 5.8707 + 5.3552¥— 2.72715 + 0.0004715 

— 0.07 + 0.1414—0.06012 —0.05295 

— 14.14 + 6.0121 + 5.29517 —2.7801. 

Korrektur: + 0.00017. 

Demiiach. die Wurzel: 

= —0.40983. 

Das beschriebene graphische Verfabren laBt sich tiur auf Gleichungen 
anwenden, in denen eine ganze rationale Funktion gleicb Null gesetzt ist. 
Weiin die Gleicbang nicht auf die Form einer ganzen rational en Funktion 
gebracbt werden kann, oder wenn die Gleichung sich in gebrochener Form 
erheblich einfacher schreiben laBt, so kann man die graphische Losung auf 
andere Weise bewirken. Man kann z. B. die Gleichung in die Form bringen: 

f {x) ^ (p (x), 

Wenn nun die beiden Funktionen / {x) und cp (x) fur sich in ihrem 
Verlauf bekannt sind oder bequem berechnet werden konnen, so kann man 
jede derselben als Ordinate einer Kurve darstellen. Dann liefern die Ab- 
szissen der Schnittpunkte der beiden Kurven die Wurzein der Gleichung. 

Ist z. B. die Gleichung 

X = sin {xTi) 

gegeben, so zeichne man auf quadriertem Papier die gerade Linie y ^ x 
und die Sinuskurve 2 /^ = sin {xtz), Schon eine ganz robe Zeichnung laBt 
erkennen, daB die Gleichung auBer x = 0 zwei und nur zwei Wurzein in der 
Nahe von rr = + 0.7 und x — — 0.7 hat. 

Man kann nun in groBerem MaBstabe die Zeichnung wiederholen, 
wobei man die Punkte nur in der Nahe von ic = 0.7 zu konstruieren braucht. 
Es ist aber im allgemeinen zweckmaBiger, die genauere Bestimmung der 
Wurzel durch Rechnung zu machen. 

Mit Hilfe von Sinustafein findet man; 


X 

sin X 7t 

Difl. 

0.7 

0.80902 

— 0.10902 

0.72 

0.77051 

— 0.05051 

0.74 

0.72897 

+ 0.01103 
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Die Anderung der Differenz x — sin {xn) in dem Intervall 0.7 bis 
0.72 ist bis auf etwa 5 % ihres Betrages gleich ihrer Anderung in dem 
Intervall 0.72 bis 0.74. Soweit etwa konnen wir daher die Anderung von 
X — sin (x7t) zwischen 0.72 und 0.74 derjenigen von x proportional setzen. 
Unter dieser Voraussetzung finden wir fiir die Wurzel: 

110 

0,74 — 0,02.— = 0,7364. 

615 

Geniigt diese Genauigkeit noch nicht, so rechnen wir mit diesem und 
einem benachbarten Werte noch einmal; 


X 

sin o; jr 

Diff. 

0.7364 

0.736639 

— 0.000239 

0.7365 

0.736451 

+ 0.000049 


woraus man erhalt 

49 

X = 0.7365 —0.0001 • — = 0.736483. 

Zoo 

Die andere Wurzel ist ic == — 0.736483, abgesehen von dem Wert 

X = 0 , 

Statt der Gleichung 

/ [x) = tp {x) 

kann man auch beim graphischen Auftragen sowohl wie bei der genaueren 
Berechnung die Form 

log / (x)=log (p {x), 

Oder man kann irgendeine andere Funktion des Wertes / (rr) gleicli der- 
selben Funktion des Wertes cp (x) setzen. Dabei wird man sich von dem 
Gesichtspunkt leiten lassen, die Berechnung der linken und rechten Seite 
moglichst zu erleichtern. Wenn z, B, die Werte von / (a;) und cp (x) doch 
mit Logarithmen berechnet werden, so tut man besser, bei den Logarithmen 
von / {x) und cp (a?) stehenzubleiben und sich das Aufschlagen der Numeri 
zu ersparen. 

Wenn z. B. bei der Ldsung der Gleichung x — sin (itt a;) = 0 nur 
logarithmisch trigonometrische Tafeln zur Verfiigung stehen, so schreibt 
man die Gleichung in der Form 


log X = log sin 71 X, 


X 

log X 

log sin 7t X 

Differenz 

1 

0.7364 

0.7365 

9.867114 

9.867173 

9.867269 

9.867144 

— 0.000155 
+ 0.000029 
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Daraus durch Interpolation 


a: = 0.7365 • 


^9 

-O.OOOi — = 0.736484. 
184 


§ 19. Anwendung der Additionslogaritlimen. 

Besteht die GleioKung, deren Wurzel man sucht, ans einer Summe 
von positiven nnd negativen Gliedern, so ist es mitnnter zweckmafiig, die 
positiven Glieder und negativen Glieder auf verschiedene Seiten zu bringen, 
so da 6 in 

/ (^) = 9 (x) 

f {x) und (p {x) Summen von positiven Gliedern bedeuten. Indem man 
nun auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt: 

logfix)^\og(p{x\ 

fiihrt man die Berechnung der beiden Seiten mit Hilfe von Tafeln der 
Additionslogaritlimen in folgender Weise aus. 

Es sei / (rc) = P + jPi + h und es seien die Logarithmen 

von 7 ^ 1 . . . gefunden, so sohreibe man 

+Px 

52 = 5^ -P 2 

^3 ~ ^2 “H -^3 


Sk = + Plc^ 

SO dafi also = P + + h Pk wird. 

P 

IVIit Hilfe der Additionslogarithmen findet man aus log — den Wert 

Pi 

( JP \ 'Pi ^ 

— + 1 1 , d. i. log^. Wird dazu log addiert, so ergibt sich log 7 -. 
Pi J Pi P% P% 

Aus log — findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 
P z 

d. i. log-^. Wird dazu log-^ addiert, so ergibt sich 

log Aus log — findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 
Pz Pz 

\ ^3 

log (— +11, d. i. log — usf. Die Reohnung lldJt sich in folgcndes Schema 
bringen. Es sei 
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P fP \ 

= log ^ B^i = log + 1 j , 

so dafi also mit Hilfe der Tafel der Additionslogarithmen der Wert von B 
aus dem von A und ebenso B^ aus Ai, B^ aus A^ usw. gefunden wird, so 
hat man 

A — log P — log Pj 
Aj = P + log Pi —log Pa 
A^ = Bi + log Pa— log P3 

-djs,_i = Pil-_2 + log Pi— -1 log Pfc 

und endlich 

log / (X) == Pifc_i + log P&. 

In ahnlicher Weise findet man log <p {x). 

Sei insbesondere 

/ (a:) = a x" + ai a:"> + h ffi 

95 (a;) = a a:" + ffli a:"‘ + • * • + ai 

und n > «i > • • • > Wfc, n>ni> Dann ist P„ = a;"“ und 

daher; 

log Pa — log Pa+1 .= ("« — "«+l) log ® + log ~ log “«+!• 

Schreiben wir zur Abkiirzung 

c = log a — logttj 
. Cl = log ffli — logaa 


Ci_i = log afc_i — log ai, 

so nimmt das Schema zur Berechnung von log / (a:) die Gestalt an: 

A — {n — n.i) log (a:) + c 
Ai = P + {«! — «a) log (a:) + Ci 


■^k—l — -Si— E “I" (^l!— 1 — %) log as + Cj^— 1, 

log / (a:) = Pi_i + Wi log X + log a*. 
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Eine analoge Rechnung liefert: 

log (p (x) = Bi_i + Til log X + log a;, 

so dafi die Gleichung log / {x) — log 93 {x) in dcr Form geschrieben werden 
kann: 

Bi_i — Bi_-y + (/?jfc — «() log a; + log a* — log a, = 0. 

Es sei z. B. die positive Wurzel der Gleichung 

21 — 53 a;’ + 65x5 4 . 3122 ^ — 74 =0 

zu berechnen. Wir schreiben sie in der Form 

log (21 + 65 x® + 312 X®) = log (53 x’ + 74) 

log 21 = 1.322219 c = 9.509306 — 10 n — + 8 
log 65 = 1.812913 Cl = 9.318758 — 10 n^ — = 3 
log 312 = 2.494155 

log 53 = 1.724276 2= 9.855044—10 n — % = 7 
log 74 = 1.869232 

log a* — log = 0.624923 /i* — Hj = 2. 

Die beiden Schemata zur Berecbnung von log / (x) und log 93 (x) 
werden bier also 

-4 = 8 log X + 9.509306 — 10 i = 7 log x 

-4i = B + 3 log X + 9.318758 — 10 + 9.855044 — 10 

und die Endgleichung wird 

— 5 + 2 log X + 0.624923 = 0. 

Wir fanden oben fur x den Wert 0.48246. Es soli bier die Probe 
gemacht werden, indem wir die linke Seite fiir x = 0.48245 und fiir x = 
0.48246 ausrechnen Die Rechnungen werden fiir beide Werte gleichzeitig 
gemacht; dabei fallt fur den zweiten Wert alles Blattern fort. 

log X ; 9.683452 3461 

8 log X : 7.467616 7688 7 log x : 7.784164 4227 

9.509306 9306 9.855044 5044 

A : 6.976922 6994 A : 7.639208 9271 

is”: 0.000412 0412 B : 0.001888 1888 " 

3 log X : 9.050356 0383 
9.318758 8758 
A^ : 8.369 526 9553 
;Br71o:OI0052~0053“ 
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Bi— 5 : 0.008164 8165 
2 logo.': 9.366904 6922 
0.624923 4923 
9.999991 0010 

Die Wurzel liegt danach zwischen 0.48245 und 0.48246. Die Inter- 
polation gibt 0.482455. 

Mitunter ist es vorteilhaft, auch statt der Unbekannten x eine Funk- 
tion von x einzufiihren. So kann man z. B. als Unbekannte log x be- 
trachten und erst, nachdem man mit ausreichender Genauigkeit den Wert 
von logx gefunden hat, den zugehorigen Numerus aufschlagen. Wenn 
man z. B. in dem Falle der eben behandelten Gleichung schon weiB, daB, 
wegen der Kleinheit von x, Bi und B klein sind, so hat man mit Vernach- 
lassigung von B^ — B 

2 log X + 0.624923 — 0, 
also in erster Annaherung 

log X = 9.69 — 10. 

Nun rechne man das Schema etwa mit log x = 9.68 und 9.69 durch. 
Man kann dabei auch so verfahren, daB man allein mit log x = 9.68 rechnet 
und immer nur hinschreibt, wieviei Einheiten der letzten Stelle hinzu- 
kommen wiirden, wenn statt 9.68 die Zahl 9.69 genommen wiirde. Dabei 
hat man es nur mit der Tabelle der Additionslogarithmen zu tun: 


log X : 9.68 

8 logic : 7.44 
9.509 

Anderung in Einlieiten 
der zweiten Dezimale 
+ 1 
+ 8 

A : 6.949 

+ 8 

B : 0.000 

3 log X : 9.04 
9.319 

0.00 
+ 3 

; 8.359 

+ 3 

: 0.010 

+ 0.07 

7 log X : 7.76 
9.855 

+ 7 

A : 7.615 

+ 7 

B : 0.002 

0.03 

Bi — 5 :0.008 

2 log X : 9.36 
0.625 

+ 0.04 
+ 2 

9.993 

+ 2.04 


K u & gr e , Pnuds der Gleiohasgen. 


8 
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Um die linke Seite der Gleichung zu Null zu macken, muB sie um 
0.7 Einheiten der zweiten Stelle vergroBert werden. Also ist log* um 
0.7 

7 —^ Einheiten der zweiten Stelle zu vergroBern. Das ergibt 
2.04 

log a: : 9.6834. 


Wiederholt man mit dieser neuen Zahl die Reohnung, so ist es hier 
nioht notig, die Anderungen ebenfalls noch mal zu bereohnen, die duroh 
eine Anderung der Zahl 9.6834 eintreten. Denn man kann annehmen, 
dafi die Anderung der linken Seite der Gleichung der Anderung von log x 
proportional bleibt. 

Man findet: 


log 8 X 


; 7.4672 
9.509306 


A : 6.976506 


B 
log X 


0.000411 
9.0502 
9.318758 
:a3^369'' 


: 0.010048 


Korrektur: 


0.0115 


log 7 X : 7.7838 
9.855044 


A : 7.638844 




B : 0.001886 


Bi—B : 0.008162 

2 log X : 9.3668 
0.624923 


2.04 


Mithin 


Einheiten der zweiten Stelle : 
Stelle. 


logo; = 9.683456 
a: = 0.482455. 


9.999885 

: 56 Einheiten der seohstcn 


Derselbe Kunstgriff, log a; als die Unbekannte zu betrachten, kann 
auch bei der graphischen Ldsung der Gleichung benutzt werden. Man 
macht log a: zur Abszisse und log / (a) bzw. log cp (x) zur Ordinate. Die 
Abszisse des Schnittpunktes der beiden Kurven liefert den gesuchten Wert 
von log X. Als Beispiel mogen die negativen Wurzeln der Gleichung 

7 a^ — 5.47 a:* + 3.33 a:* + 1.72 a; — 0.15 = 0 


gesucht werden. Wir vertausohen zunachst x mit — x und verwandeln so 
die negativen Wurzeln in die positiven Wurzeln der Gleichung 

— 7 + 5.47 a^ + 3.33 3 ^ — 1.72 x — 0.15 = 0. 


Um zun&chst die groBeren Werte von x zu untersuchen, dividieren 
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wir clurch und setzen — = y. Dann wird 


/ (y) = 3.33 + 5.47 y^ 

cp (y) = 0.15 2/5 + 1.72 2 /^ + 7 


log 3.33 = 0.5224 
log 5.47 = 0.7380 ^ 

log 0.15 = 9. 1761 _ 
log 1.72 = 0.2355 t ~ 
log 7 = 0.8451 ~ 

A =\ogy 9.7844 
log / ( 2 /) == 5 + 2 Jog y + 0.7380 

A = log y + 8.9406 

ill = 15 + 4 log y + 9.3904 
log^ (y) — + 0.8451 


Die Tabelle der Additionslogarithmen stellt man sich. am besten 
ein fur allemal graphiscli dar, indem man zur Abszisse A = log :3 die Ordi- 
nate jS = log (z + 1) auftragt. 



Zeichnet man noch die Werte der Konstanten c, c usw. als Abszissen 
Oder Ordinaten ein, so kann man log / (y) und log (p {y) fiir eine Reihen- 
folge von Werten von logy bequem mit dem Zirkel konstruieren. Man 
erkennt so gleich, daB die GroBen^ und B immer positiv und um so kleiner 
sind, je kleiner y wird. Fiir hinreichend kleine Werte von y werden sie 
beliebig klein. Dies bedeutet geometrisch gesprochen, daB die beiden 
Kurven Abszisse: log 2/, Ordinate: log / {y) und log cp {y) bei algebraisch 
kleinen Werten von y in gerade Linien auslaufen, deren Gleichungen sind: 

log/ ( 2 /) = 2 log 2 / + 0.7380 
9 (y) = 0.8451. 

Nach algebraisch groBeren Werten von y weichen die K-urven mehr 
und mehr nach oben von den Geraden ab (vgl. Fig. 5). 

Man zeichne nun zuerst die beiden Geraden ein und fuge dann fiir 
eine Anzahl von Werten von log y die Werte B und zu den Ordinaten 
der Geraden hinzu. Konstruiert man z. B. die Kurvenpunkte fiir logy = 

8 * 
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9.8 — 10, BO sieht man, dafi sie in der Nahe der Geraden liegen. Fiir kleinere 
Werte von y rniissen sich die Kurven noch naher an die Geraden an- 



schmiegen, und da diese nach links immer weiter auseinander laufen, so 
gibt es keine Wurzel links von logy = 9.8 — 10. Nahe bei logy = 0 
liegt dagegen eine Wurzel, wahrend rechts davon bis logy = 0.2 keine 
Wurzel vorkommt. Fiir groBere Werte von logy ist logic kleiner als 
9.8 — 10. Hier tragt man log x selbst als Abszisse auf und setzt 


/ {x) = 5.47 ic3 + 3.33 a:* 

4 = log a; + 0.2156 
log / (ic) = 5 + 2 log ic - 4 - 0.5224 


(p (x) = I 3^ + 1.72 X + 0.15 
A = 4 log X + 0.6096 

Ai— 5 + log aj + 1.0594 
log 95 (a;) = + 9.1761 


Zuerst konstruiert man •wieder die beiden Geraden: 


und 


Ordinate = 2 log x + 0.5224 
Ordinate = 9.1761. 
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Bei log X — 9.2 — 10 liegt die erste Kurye sclion unter der Geraden, 
deren Ordinate gleioh 9.1761. Links davon liegt daher keine Wurzel 
mehr. Wir flnden einen Schnittpunkt der Kurven in der Nahe yon 
log a: = 9.6 — 10 auiJer dem eben gefundenen Werte in der Nahe yon 
log a: = 0. 

Um auch fiir positiye Werte yon A — log z den zugehorigen Wert 
yon B = log (z + 1) zu konstruieren, hat man nicht ndtig, die Kurye, 
deren Abszisse und Ordinate A und B sind, auch fiir positiye Abszissen 
zu zeiohnen, denn man kann B auch in der Form 

= A + log ^1 + -jj 

darstellen, wobei man log ^1 4- als die zu — A gehdrige Ordinate 
findet. 
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§ 20. Trinomiselie Gleichungen. 

Fur einige Klassen von Gleichungen gibt es besondere Methoden, 
um die Wurzeln darzustellen. 

Gleichungen dritten Grades 

g {x) = + a + b X + c = 0 

Jassen sich, indem man + -;7 = als Unbekannte einfuhrt, auf die Form 

o 

bringen : 

2/® + P y + ? = 0. 

Dabei ist 



f — a\ 

p =g'\ 

It-) 

^ ~ i 

a\ 

9 = g\ 

l~3“j 


Fuhrt man nun statt y wieder eine neue Verknderliclie z ■= rn y ein, 
so erhalt man fur die Gleichung 

z^ + p z + q = 0, 

Diese Gleichung sich bei passender Wahl von m mit der Gleichung 

in Ubereinstimmung bringen, welche cos als Funktion von cos a oder 

o 


ii ii 

Cuf als Funktion von Cflf bestimmt, oder endlich Sin ^ als Funktion 

von Sill u bestimmt. Es ist namlich 

n M ii i 

cos-^ ~ — — cos cos u 

d 4 d 

und ^ 

no ll 1 

O i O ^1 

u 3 « 1 

V = ; 5iit K. 

o 4 d 4 

Je nachdem nun p negativ oder positiv ist, bestimmt man m so, daC 

3 3 

Tii^ p — ~ Oder p wird und erhalt die Gleichung fur z in 

4 j 

der Form 

3 , 3 

T z = — g Oder + — ; = — w* g. 

4 4 

m kann dabei positiv oder negativ gewSlhlt warden, da bisher nur iiber 
den Wert von m* verfiigt ist. Man wdhle das Vorzeicben von m dem 
von q entgegengesetzt, so da8 — q positiv ist. Die Wurzeln dor 
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Gleichung konnen nun in der folgenden Weise gefunden werden. Wenn 
p negativ ist imd — 4 gr ^ 1, so bestimmt man einen Winkel it, so 
dal?> cos ii — — 4 m® q\ dann sind die Wurzeln der Gleichung; 

n (ii \ in \ 

Zi = cos = cos (— + 120®j , = cos ( ~ + 240®j . 

Wenn p negativ ist und — 4 m® g > 1, so bestimmt man aus einer 
Tabelle der hyperbolischen Funktion den Wert ii so, daB Cof u = — q, 
Dann hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 



Wenn endlich p positiv ist, so bestimmt man aus einer Tabelle der hyper- 
bolischen Funktionen den Wert von u so, daB u = — 4 /t?® q ist. Dann 
hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 

Sin 3- 

Beispiel : 

— i. 7 A x^— 2.52 X + 3.97 = 0 

a = — 1.74, — -J = 0.58 

o 

■1 _ 1.74 _ 2.52 + 3.97 

0.58 — 0.6728 — 1.851824 *) 

— 3.19^ +“^118176“=^^ 

+ 0.58—0.3364 
—~0T^— 3.5292 = p 
log 0.75 = 9.875061 
logp = 0.547676 
9.327385 

log m = 9.663692„ 
log?n8= 8.991076 
logy = 0.325962 . 
log 4 = 0.602060 

log cos u = 9.919098 u = 33® 53' 51" 

= 11® 17' 57" 

xJ 

+ 120 = 131® 17' 57" 

o 

^ + 240 = 251® 17' 57" 

o 

*) Die Multiplikationen sind mit einer Rechentafel ausgefuhrt. 
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log == 9.991501 
log ^2 = 9.819538« 
log Z 3 = 9.506000n 
log m = 9.663692^ 


log yji = 0.327809,, 

2/1 = —2.12720 

log = 0.155846 

2 /g = 1.43168 

log ys = 9.842308 

2/3 = 0.69552 


a 


-3=0.58 


Xi = —1.54720 


ajg = 2.01168 


:r 3 = 1.27552 


Probe : log % = 0. 189546, j 

log X 2 = 0.303559 
log iCg = 0.105687 

log X 2 = 0.598792,1 — 3.97001 

soli: —3.97 

Wenn es sick nor um eine oberfl^cbliche Kenntnis der Wurzeln 
handelt, so lohnt sick diese Berecknung der Wurzeln nickt. Man tut dann 
besser, die Gleickung fiir y in der Form 

2/8 = _py^g 

zu schreiben und die linke Seite als Ordinate einer Kurve ziir Ahszisse ?/, 
die rechte Seite durch die gerade Linie 


Ordinate = — py — q 












































V 










_7 




— 


.... 





_j 






-X 

J 










7 




























L 




- 



. 

- 









“J 

J 









7 

























r 





Jj 




.J 










Ir 








/ 












■ 

m 

■ 

■ 

■ 

■ 

1 

m 

■ 






r 










— j 



1 

■ 

■ 

■ 

■ 

i 

1 

1 

B 

i 

i 

■ 

■ 

■ 


i 

i 











i 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

1 

i 

■ 

■ 

ss 

■ 

■ 

li 

m 




h-i-- 



- 

” 

- 

1 

B 

B 

1 

Bi 

i 


1 

■ 

i 












r 


i 

■ 

■ 

5 

i 

Bi 



r 











\z^ 





-J 

2 

L-- 



□ 

r 

J 









r“ 


-J 



L_ 


L 











k 












lJ 









T' 







1 












! 




[I 



7: 








1 












t 






7 








4J 

: 












_L 






r 









p 

















7 


r 


7^ 

r' 












r 





u: 

I 



1 _ 

1" 

L 










r 















it 


7^ 

!" 



— 

i— 







□ 














d 

'p 










- 

L 
















d 











-J 

'1 


1 














j 

□ 



L 



r 



L 

_ 

_ 



_ 

_ 




LI 

c 








Fig. 7. 



§ 20. Trmoraische Gleichungen. 


121 


darzustellen. Sind die Werte der Ordinaten groB im Verhaltnis zu den 
Werten von y, so stelle man die Ordinaten in einem kleineren MaBstab 
dar als die Abszissen. So sind z. B. in der Fig. 7, welche zu der Gleichung 

2/8— 3.529 2/ + 2.118 = 0 

gehort, die Abszissen in dem fiinffacben MaBstab der Ordinaten auf- 
getragen. 

Fiir andere Werte von p und q wurde nur die gerade Linie eine andere 
werden, wahrend die Kurve, deren Ordinate 2 /® ist, unverandert bleibt, die 
man also beim Auflosen mehrerer Gleicbungen dieser Art nur einmal zu 
zeichnen notig haben wiirde. 

Fallt die Wurzel iiber den Rand der Zeichnung hiniiber, so kann man 
sioh dadurch helfen, daB man y = iOz setzt. Dann ergibt sich fiir z die 
Gleichung ’ 

^ 3 ^ ^ ^ 

" 100 ^ 1000 ’ 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 10 mal so klein wie die der ersten. 
Statt 10 kann man naturlioh auch einen andern passenden Faktor einfiihren. 
Die Wurzeln der Gleichungen von der Form 

konnen mit Benutzung eiiier Tabelle der Additionslogarilhmen in fol- 
gender Weise gef unden werden. Wir berechnen nur die positiven Wurzeln. 
Die negativen Wurzeln werden gefunden, indem man sie durch Ver- 
tauschung von x mit — in die positiven Wurzeln der Gleichung 
a ( — + b ( — o:)^ + c = 0 verwandelt. Wir denken uns die Gleichung 
durch den Koeffizienten der hochsten Potenz von x dividiert und unter- 
scheiden dann zunachst drei Falle 

1 ) ex”^ — f = 0 

2 ) ^ Q 

3) ^0^ 


WO e und / positive Zahlen bedeuten. Der vierte Fall + e x*^ 
-f / = 0 fglllt weg, weil diese Gleichung keine positiven Wurzeln haben 
kann. 

Der zweite Fall wird auf den ersten zuruckgefiihrt, wenn man die 
Gleichung durch — / dividiert und den reziproken Wert von it; als Un- 
bekannte einfuhrt. Wir erhalten dann 





1 

x) 


0 . 


Wir brauchen also nur den ersten und dritten Fall zu behandeln. 
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Erster Fall; + e — / = 0. 

X 

Statt X werde die neue Unbekannte t = eingefunrt. Dann er- 

1/e 

gibt sich fur t die Gleichung 

1 

/I 

WO je nachdem nun t groBer oder kleiner ist als 1, muB 

1 

groBer oder kleiner als 2 sein. Je nachdem schreibt man nun ent- 
weder 

1 1 

^ ^ > 2, / > 1) 


(jn + 1) = ;in < 2, / < 1). 

Im ersten Fall setzt man A == log (r"") und hat dann 
JTif I ft 1 

— = — log Oder — {?n + fi) A + n B ^ log A. 

n n 

Im zweiten Fall setzt man dagegen A = log {f) und hat: 

— J = — log A Oder m A n B ^ log A. 
nn 

Beide Male ist A negativ, so daB die Tafel der Additionslogarithmen 
nur fiir negative Werte von A ausgefiihrt zu sem braucht. 

Dritter Fall : — e + / = 0. 


Statt X wird die neue Unbekannte t = eingefiihrt. 

ri 

Dann ergibt sich fur i die Gleichung 

l_ 

_ X + i = 0 , 

WO A wie im ersten Fall den Wert /” bedeutet. Durch Division mit 

P laBt sich die Gleichung in die Form bringen: 

__ 1 

Der kleinste Wert, den die linke Seite fur alle positiven Werte von t 
annimmt, wird erhalten, wo die Ableitung nach t verschwindet, d. h. fur 

n = m oder . 

n 
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Der kleinste Wert ist daher gleich 


Jl\ /(w- 

— 1 Oder 

mj \ 17 




Je naclidem dieser Wert kleiner oder groBer ist als die rechtc Seite 

der Gleichung, d. li. also ie naclidem — - — kleiner oder sroCer ist 

als hat man zwei positive Wurzeln oder gar keine. In dem Grenzfall, 


(m + 


A ist, fallen die beiden Wurzeln in dem Wert l = 


zusammen. Sind zwei positive Wurzeln vorhanden, also ^ ^ 
(m + w)’»+" ^ 


groBer als 


und ist dabei zugleich kleiner als 2'^+^^ so 


ist kleiner als 2. Wir unterscheiden dann, ob der Wert L = 

fur den wie oben bemerkt den kleinsten Wert annimmt, grofier 

oder kleiner ist als 1, d. h. ob m groBer oder kleiner ist als n. Da namlich 


fiir ^ = 1 der Wert gleich 2, also groBer als A ist, so miissen, 


wenn der tiefste Punkt der Kurve y = f jenseits L = 1 liegt, beide 

Wurzeln der Gleichung groBer sein als 1 und im andern Fall kleiner. Ist 
aber A"“^ groBer als 2”+”* und daher fur die Wurzeln der Glei- 

chung groBer als 2, so liegt die Kurve bei t = 1 tiefer als bei den Wurzel- 
wertcn, und es muB daher die eine Wurzel groBer, die andere kleiner als 1 
sein, Je nachdem nun die Wurzel grofier oder kleiner als 1 ist, setzt man 

___ 1 
^ n-^m 

oder 

1 

_j_ 

und hat dann im ersten Fall fur A =logi”*"~'^ 

— A + £ r ^ 

n m n m 

— n A + (n m)B — — log A 
und im zweiten Fall fiir A = log 

^ — A + B ; — log A Oder 

n + m n + m 

— m A + {n + m) B ^ — log A. 
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Es wird gut sein, die versohiedenen Fdlle noch einmal zusainmeu- 
zustellen: ■ 

1) e — / = 0 eine positive Wurzel 

» 1 
x^-fe-t, + i”* = r, X = r e-*”-''. 

1 

la) A” > 2, i > 1, ^ = log (r-"), 

— (jn n) A n B = log A. 

1 

lb) A" < 2, i < 1, ^ = log (Z“), TO ^ + re 5 = log A. 

2) a;“+" — e a;”* — / = 0 eine positive Wurzel 

/l\«‘+'‘ /1\« e 1 

1 ~ 

— = |/c' • /, r+’* + /“ = A™, A = /"" • e'-”*-" = f -e-"-™. 

X 

i. 

2 a) A'«>2, i>l, -4=logt-», 

— {m n) A + == log A. 

1 

2 b) A*" <2, i < 1, ^4 = log « .4 + m 5 = log A. 

3) + / = 0 

m+n 

O' = )/7 . t, + r-”» = A A = /" 

(to + «)”*+" 

3 a) ; — keine positiven Wurzeln. 

_ L"‘ +/P 

, to”* re" 

zwei zusammenfallende positive Wurzeln 

zwei positive Wurzeln, fur beide t> i 

A = log — 72 .4 + (71 + 7??) 5 = — log /I. 

fYl _L. ft 

3 d) A-i > < 2“+“. », < n 

zwei positive Wurzeln, fiir beide ^ < 1 

A = log — ?yi A + (7i + / 2 ?) yy — — log A. 
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3e) 




{m + 




zwei positive Wurzein, fiir die eine ist ^ > 1, fiir die andere ^ < 1. Fiir 
t > 1 gelten die Gleichungen 3 c), fiir ^ < 1 die von 3 d). 

Alle F^le laufen darauf hinaus, den negativen Wert von A zu finden, 
wenn ein Ausdruck von der Form 


+ m A + n B 

einen vorgeschriebenen Wert haben soli. Dabei sind m und n positive 
Zablen, die nicbt notwendig ganze Zablen zu sein braucben, und B ist die 
durcb die Tabelle der Additionslogaritbmen gelieferte Funktion von A. 
Man findet den Wert von A in abniicber Weise, wie es oben S. 41 be- 
scbrieben worden ist. Dabei ist es vorteilbaft, zunScbst einen kurzen Aus- 
zug der Tabelle fiir Additionslogaritbmen zu verwenden, den man sicb 
ein fiir allemal aufstellen kann: 


A 

B 

A 

B 

A 

B 

0 

0.301 

9.0 

0.041 

8.0 

0.004 

9.9 

0.254 

8.9 

0.033 

7.9 

0.003 

9.8 

0.212 

8.8 

0.037 

7.8 

0.003 

9.7 

0.176 

8.7 

0.021 

7.7 

0.002 

9.6 

0.146 

8.6 

0.017 

7.6 

0.002 

9.5 

0.119 

8.5 

0.014 

7.5 

0.001 

9.4 

0.097 

8.4 

0.011 

7.1 

0.001 

9.3 

0.079 

8.3 

0.009 

7.0 

0.000 

9.2 

0.064 

8.2 

0.007 



9.1 

0.051 

8.1 

0.005 



9.0 

0.041 

8.0 

0.004 




Als Beispiel moge die oben bebandelte Gleicbung dritten Grades 
— 3.5292 y + 2.118176 = 0 

dienen. 


Die Gleicbung bat die Form 3) 


log e = 0.547676 3 log e = 1.643028 

log / = 0.325962 2 log / ^ 0.651924 

log = 0.991104 

Wir baben also den Fall 3 e). 

Fiir die .grdfiere Wurzel ist 


— 2A + 3 B = 0.991104. 

Die fcleine Tabelle zeigt, daB A zwiscben 9.8 und 9.9 liegt. 
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A 

— 2A + dB 

Fehler 

9.9 

0.962 

— 0.029 

9.8 

1.036 

■+ 0.045 


74 


Wir erhalten daraus den genaueren Wert 9.861 und nun mit einer 
6 stelhgen Tafel 


A 

— 2A + 3J5 

Fehier 

9.861 1 

0.989201 

— 0.001903 

9.860 

0.989941 

— 0.001163 

9.858 

0.991424 

-f 0.000320 


320 

•2 = 0 432 

1483 ’ 


jnithin A = 9.858432. 
Probe: 


A 

— 2A + SB 

Fehler 

9.858432 

0.991104 

0.000000 


log = 9.858432 
log / = 0.3 25962 

log — 0.467530 
log y = 0.155843 
y = 1.43167 

Fiir die andere positive Wurzel ist 

— ^+35 = 0.991104. 


Hier gibt die kleine Tabelle: 


A 

-A-hBB 

Fehler 

9.3 

0.937 

— 0.054 

9.2 

0.992 

+ 0.001 

Daraus folgt der verbesserte Wert 9.202. 

A 

-A + BB 

Fehler 

9.202 

0.990498 

— 0.000606 

9.201 

0.991087 

— 0.000017 

9.200 

0.991676 

+ 0.000572 


17 


0.029. 
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Mithin A — 9.200971. 

Probe: 

A I — JH-3^ I Fehler 

9.200971” I o'. 991104 | OMOOOO' 
log = 9.200971 
log/ - 0.325962 
log 2/3 - 9.526933 
log y - 9.842311 y = 0.695521 

Die funf verschiedenen Falle, die man zu unterscbeiden hat, bilden 
fur die praktische Berechnung eine Erleichterung, insofern man von vorn- 
lierein erfahrt, mit wie vielen Wurzeln man es zij tun hat, und ob t kleiner 
Oder groBer ist als 1. Dadurch wird die erste Annaherung abgekurzt*). 

2. Beispiel. Eine Rente a sei am 1. Januar jedes Jahres zahlbar. 
Ihr Wert am 1. Januar desjenigen Jahres, in wolchom die 7i-te Zahlung 
geleistet wird, ist alsdann 

— 1 

a 4 - * • * + + 1 ) = ^ 

P 

Dabei ist x 1 + 77^ und p bedeutet den ZinsfuC in Prozenten. 
100 

Man will nun den ZinsfuB wissen, der zugrunde gelegt werden muB, damib 
in einer gegebenen Anzahl von Jahren der Wert der Rente auf ein gegebenes 
Vielfaches von a ansteigt. Soli bei der n ten Zahlung der Wert der Rente 
auf cv a angewachsen sein, so muB x eine Wurzel der Gleiohung 


^ — 1 



sein. Es kann sich dabei der Natur der Sache nach nur um einen solchen 
Wert von handeln, der groBer als 1 ist, und w ist groBer als n voraus- 
gesetzt, da 3 a /2 a der Wert der Rente w a ohne Riicksicht auf die Zinsen 
sein wiirde. Die Gleiohung kann in der Form geschrieben werden: 

— w X + w — 1=0. 

Die eine positive Wurzel dieser Gleiohung ist x = i, die andere ist 
die gesuohte. Wir setzen naoh 3) 

n 

X = — 1 • <, A = («- — 1)"~^ 

== ;i 

*) S. Gundelfinger ordnefc die Rechnung in seinen Tafeln zur Berechnung der 
reellen Wurzeln samtlicher trinomischer Gleichungen etwas anders an. Ich bin der 
Darstellung von 0* F. GauJB gefolgt. 
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Die eine Wurzel t ist gleich , also kleiner als 1, die andere 

je nachdem < 2” oder > 2”, kleiner oder groBer als 1. 

Es soil z. B. eine Rente, nachdem sie zum 100. Male gezahlt ist, 
auf den 200 fachen Wert ihres Betrages angewachsen sein. Welcher Zins- 
fu6 ist zugrunde zu legen? 

log {w — l) = 2.298853 log {w — = 227.5864 

log (V = 2.301030 log = 230.1030 

log = 2.5166 

ist kleiner als 2^®®. Wir haben folglich nach Formel 3 d) 

loq 

X = y'w — i -t, A = log 
~A + 1005 = 2.5166. 

Die kleine Tabelle giebt in erster AnnSherung 

A = 8.2, — A + 100 5 = 2.5. 

Eine genauere Rechnimg gibt 


A 

— A+IOOJB 

Febler 

8.20 

2.4829 

— 0.0337 

8.23 

2.5013 

— 0.0153 

8.25 

2.5155 

— 0.0011 

8.26 

2.5232 

+ 0.0066 


77 


mithin verbessert A = 8.2514. 

Probe: 

A |— A + 1005 I FeUer 

8.2514 I 2.5166 | 0.0000 

log = 8.2514 
log w — 1 = 2.2989 
loga;«« = 0.5503 
loga: = 0.005503 
X = 1.01275 

Dieselbe Rechnung laUt sich aucb ebenso einfach nach der fruher 
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erlauterten Weise durchfuhren, indem man es mit einzelnen Werten von x 
versucbt und diese alsdann verbessert. 


X 

100 log X 

1 

a5w»_ 1 — 200 (SB — 1) 

1.04 

1.703 

49.5 

41.5 

1.03 

1.284 

18.2 

12.2 

1.02 

0.860 

6.24 

2.24 

1.01 

0.432 

1.70 

— 0.30 


Die Logaritbmen von z sind dabei fiinfstellig aufgescblagen, w&brend 
die Numeri von aus einer vierstelligen Tafel entnommen werden. 
Dabei fallt alles Blattern fort. Die Recbnung zeigt, dafi der gesucbte 
Wert zwiscben 1.02 und 1.01 liegt. Auf den Unterscbied 0.01 der 
beiden Werte von z kommt der Unterscbied 2.54 der beiden Werte von 
a;ioo — 1 — 200 (x — 1). Unter der Annabme, dafi die Anderungen 
proportional sind, wiirde das den verbesserten Wert 

30 

1.01 + 7TH7 -O-Ol = 1.011 

geben. Wir scblagen jetzt die Logarithmen von x siebenstellig auf, wslhrend 
die Numeri von ciner fiinfstelligen Tabelle entnommen werden. 


£15 

100 log X 

as'"— 1 

— 1 — 200(£6*— 1) 

Differenz 

1.011 

1.012 

1.013 

0.47512 

0.51805 

0.56094 

1.9862 

2.2965 

2.6387 

— 0.2138 

— 0.1035 
+ 0.0387 

0.1103 

0.1422 


Die Interpolation zwiscben 1.012 und 1.013 gibt 


1.012 + 7— 0.001 = 1.01273. 

1422 

Die Recbnung fur x = 1,011, 1.012, 1.013 zeigt, dafi die Anderungen 
von X immer nocb nicbt denen von x^^^ — 1 — 200 (x — 1) proportional 
sind. Man wird daber guttun, die Recbnung nocb einmal mit 1.01273, 
1.01274 und 1.01275 zu wiederbolen. Bei soicben Recbnungen ist es in der 
Regel zweckmafiig, jeden einzelnen Scbritt der Recbnung gleicb mit alien 
drei Zablen zu macben und nicbt etwa fur jede der drei Zablen die ganze 
Recbnung gesondert durcbzufiibren. Der Vorteil bestebt darin, dafi einmal 
beim Aufscblagen von Tabellen dieselbe Gegend der Tabelle fiir die drei 
Zablen benutzt wird, und zweitens darin, dafi beim Ubergang von einem 
Scbritt der Recbnung zum n^cbsten Scbritt etwas Zeit verlorengebt, die 
man zum Teil erspart, weim jeder Scbritt fiir die drei Zablen zugleicb aus- 
gefiibrt wird. 

Eunge, Praxis der Gleiohnngen. 


9 
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X 

100 log X 

1 

a;Wo_i_20O(a:-l) 

Differenz 

1.01273 

0.54936 

2.5429 

+ 0.0031 

14 

19 

1.01274 

0.54978 

2.5463 

+ 0.0017 

1.01275 

0.55021 

2.5498 

— 0.0002 


Die n^cliste Amiaherung wurde 1.012749 sein, indessen ist die sechste 
Stelie nicht mehr sicher. 

Wenn man Tabellen fiir zur Vetfugung hat, so wird die Rech- 
nung schneller ausgefiihrt werden. Selbst wenn die Tabelle den ZinsfuB 
nicht dichter als von Prozent zu Prozent fortschreiten lieBe, so warden 
die ersten Versuche erheblich abgekiirzt werden. 

Es soli ein Kapital C durch jahrliche Zahlungen von p % verzinst 
und in n — 1 Jahren amortisiert sein. Welcher ZinsfuB ist dabei zu- 
grunde gelegt? Ist q die Zahl der Prozente des ZinsfuGes und wird :r = 1 



gesetzt, so ist der heutige Wert der ersten nach einem Jahr zu 


P 

leisteiiden Zahlung • C • Ebenso ist dor heutige Wert der 

zweiten nach zwei Jahren zu leistenden Zahlung • C • u. s. w. 
Demnach ergibt sich fur x die Gleichung 


Oder 

1 _ ^ 100 
.T — 1 p 

Oder, wenn = y gesetzt wird, 



Die Gleichung ist von derselben Form, wie die auf S. 127 betrachtete, 
100 

wenn w == i + gesetzt wird. Nur war dort dem Sinne der Aufgabe 

nach w> n, weil der Wert der n fachen Zahlung der Sujnme a dutch 
die Zinsen auf mehr als n a anwachst Hier dagegen mu6 w kleiner als n 

sein. Die n — i fache Zahlung der Summe ^ C mufi groBer sein als C. 

Denn das wSre der Betrag, wenn keine Zinsen berechnet wiirden. Es rauB 

P 1 . . 1 1 

daber 77^ > r, mithin -> oder «■ < n sein. 

100 n — 1 w — 1 n — 1 
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Audi ill diesem Falle ist die eine Wurzel gleidi 1. Wahrend aber 
iin ersten Falle der gesuchte Wert x groBer als 1 ist, muB hier der gesuchte 
Wert y kleiner als 1 sein. 

Es sei z. B. /? = 5, ii — 100, so daB also das Kapital durdi Zahlungeii 
von T) vorzinst und in 99 Jahren amortisiert wird. 


2^100 _ 21 ^ + 20 == 0 

log [w — 1) = 1.301030 log {w — ir = 128.8020 

log = 1.322219 log = 132.2219 

log;-i = 'YAm 


ist kleiner als 2^®^. Wir liaben folglicb nach Formel 3 d) 


10 0 

X — 1/20 -t A = log 
— A + 100 = 3.4199 

Beide Wurzeln t sind kleiner als 1; es ist die kleinere der bcideii 
W’urzeln zii berechnen. Die kleine Tabelle S. 125 gibt fur den kleineren 
Wort von A: 


A 


Fehler 

6.6 

3.4 

0.0 


Mit einer genaueren Tafel findet man 


A 

— .1 + 10015 

Fehler 

6.5 

3.5137 

+ 0.0938 

6.6 

3.4173 

— 0.0026 

6.7 

3.3218 

— 0.0981 


— 0.1 =0.0027 


A |— il + 100JS| Pehler 
6.5973 I 3.4199 | 0.0000 

log fioo === 6.5973 ■ — 10 
log 20 = 1.3010 

7.8983" —10 
log y — 9.978983 — 10 
log a: =0.021017 a: = 1.04958 

Hier konnte man mit Vorteil auch die oben S. 48 erlauterte Methode 
anwenden. Denn wenn man die Gleicbung 

^QO 

X — 1 p 


in die Form bringt: 


9 *- 
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X = 



P 

100 




so andert sich bei so groBen Werten von n die recbte Seite viel langsamer 
als die linke und man kann daher aus einem Naberungswert einen neuen 
besseren finden, indem man ihn in die recbte Seite einsetzt. Man nimmt 

p 

als erste Annaherung a: = 1 + und bat z. B. in unserm Fall 


X = 1.05— 0.05 


X 

0.05 

1.05 

0.000399 

1.049601 

0.000414 

1.049586 

0.000415 


Mitbin x = 1.049585. 

Dieselbe Metbode wiirde aucb auf die Gleicbung S. 127 

x”' — X + w — 1 = 0 


anwendbar sein, indem man schriebe 

n 

X X — W + 1. 

Fur sehr groBe Werte von 7i andert sich die rechte Seite langsamer 
als die linke und man kann dann durch Einsetzen eines Nslherungswertes 
einen neuen besseren finden. 

Der Differentialquotient der rechten Seite gibt dabei an, auf welchen 
Bruchteil sich der Fehler eines Naherungswertes durch die Rcchnung 
reduziert. Der Differential quotient ist 

1 w 

a 1 

Y w X — w + i 

Oder, wenn man fiir x die Wurzel selbst einsetzt, 

1 w X 


n w X — + 1 

Oder, da x nahezu gleich 1 ist, genShert: 

w 

n {x — 1) w + n 

Sobald also n (x — 1), d. i. der ^ifache Zinsbruchteil, betrachtlich 
groBer als 1 ist, so wird die Naberung betrachtlich sein. Wenn z. B. der 
ZinsfuB nahezu 57^ betragt, so muB n betrachtlich groBer als 20 sein, 
damit das Verfahren brauchbar sei. 
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In der oben S. 128 behandelten Gleichung 


Oder 


^100 ^ 200 — 1 ) 


100 

X = ^1 + 200 (x — l) 
wiirde z. B. die Rechnung so verlaufen: 




Es werde die rechte Seite zunachst mit vierstelligen Logarithmen 
gereohnet, wdhrend der Numerus x in einer fimfstelligen Tabelle auf- 
geschlagen wird, solange die Ann^herung noch so grob ist, dafi eine feinere 
Rechnung sich doch nicht lohnen wiirde. Als erste Annaherung werde 
1.03 gewahlt. 


1 

X 

j^log(l+200(a:-l)) 

1.03 

0.00845 

1.020 

0.00690 

1.016 

0.00623 

1.014 

0.00580 

1.0134 

0.00566 

1.0131 

0.00559 

1.0130 

0.00556 

1.0129 

1.0128 

0.00554 


Jetzt wiirde man guttun, den Numerus x in einer seohsstelligen 
Tafel aufzuschlagen, wahrend fiir die zweite Kolonne noch immer die 
vierstellige ausreicht, um den Logarithmus auf sechs Stellen genau zu 
ermitteln. 


X 

log (1 + 200 (a: -1)) 

1.0128 

0.005514 

1.01278 

0.005509 

1.01277 

0.005507 

1.01276 

-0.005504 

1.01275 

1.01275 

0.005502 


Wollte man die Wurzel noch genauer finden, so wiirde man Tafeln 
mit mehr Stellen anzuwenden haben. Zur Probe, dafi die Wurzel grdfier 
ist als 1.01274, kann man damit noch einmal die Rechnung machen und sich 
iiberzeugen, da6 man sich dann der Wurzel von der anderen Seite nahert. 
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X 

j^log(l-F200(*-l)) 

I. 01274 

J. 0127-44 

0.0054998 


Obgleich in diesejn Falle die Konvergenz keineswegs rasch ist, so 
sind doch die Rechnungen mit den geeigneten Tafeln so leiclit auszu- 
fuhren, daC man sich der Wurzel schnell nfihert. Wenn eine grdCere Ge- 
nauigkeit der Wurzel verlangt wird, so wiirde es besser sein, zu dem oben 
S. 41 erltoterten Interpolationsverfahren uberzugeben, sobald man der 
Wurzel nabe genug ist, um die Anderungen der Veranderlichen den Ande- 
rungen der Funktion proportional zu setzen: 


il' 


Diff. 

1.0128 

+ 0.000021 

12 

1.0127 

— 0.000021 



X = 1.012750. 



Wenn bei trinomiscben Gleicbungen fiir die zu bestimmonden 
Wurzeln keine groBe Genauigkeit verJangt wird und wenn eine grofiere 
Anzahl von Gleicbungen vorliegt welche verschiedene KoefJSzienten 
besitzen, fur weicbe aber die Exponenten m + n unci n dieselben Werte 
baben, so kann man eine Zeichnung machen, die fiir beliebige Werte der 
Koeffizienten die Wurzeln abzulesen erlaubt. Man denke sich zu dem 
Ende in der Gleicbung 

± e ± / = 0 

fur einen beliebigen Wert von x die Koeffizienten ± ± / recht- 

winklige Koordinaten aufgefafit, so wird die Gleicbung durcb eine gerade 
Linie wiedergegeben. Man entwerfe nun eine Zeichnung der geraden 
Linien fiir eine Reibe von Werten von x etwa 

X gleich 0, +0.1, + 0.2, . . 

in dem man x so viel aquidistante Werte durcblaufen laBt, bis die be- 
treffende Grade iiber den Umfang der Zeichnung binausffllt. Die Zeioh- 
nung moge einen soloben Umfang baben, daB beide Koordinaten zwischen 
— 1 und + 1 laufen. Alsdann wird man fiir jedes Wertepaar ±: + /, 

das in diesen Grenzen liegt, die positiven Wurzeln der Gleicbung aus der 
Zeichnung entnebmen konnen. Um aucb die negativen Wurzeln zu finden, 
verwandelt man in der Gleicbung a; in — a?, wodurcb sie in eine andere 
iibergebt, deren positive Wurzeln den negativen der ersten Gleicbung 
gerade entgegengesetzt sind. 
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Fur solche Werte der Koeffizienten, die iiber die Grenzen der 
Zeichnung hinaus Jiegen, denke man sich in der Gleiohung x = 10 s 
gesetzt. Fur s ergibt sich dann die Gleichung 

^ g . ^Q~n . ^ ^ q . 

Die Koeffizienten der Gleichung fur z sind wesentlich klemer.als 
dicjenigen der ersten Gleichung. Statt des Faktors 10 kann man naturlich 
aiich einen groBeren Oder weniger groBen wahlen und dadurch die Koef- 
fizienten noch mehr oder weniger herunterdrucken. In der beifolgenden 
Figur 8 ist fur die Gleichungen dritten Grades 

x^±ex±:f = 0 

die Zeichnung ausgefiihrt. 

i e ist als Abszisse, i / als Ordinate aufgetragen. An jede gerade 
Linie ist der betreffende Wert von x angeschrieben. Sollen z. B. die posi- 
tiven Wurzeln der oben S. 125 behandelten Gleichung 
yz _ 3^5292 y + 2J 18176 = 0 

in erster Annaherung gefunden warden, so setze man ?/ = 2 a;, wodurch 
sich fiir x die Gleichung ergibt: 

0)3 — 0.882:^ + 0.265 = 0. 
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Den Koordinaten 

— 0.882, +0.265 

entspricht in der Figur der Punkt P. Der Punkt liegt sehr nahe der Ge- 
raden, fiir welche x == 0.7 ist, zwiscken dieser und der Geraden x = 0.8. 
Man interpoliert etwa a: = 0.71. Andererseits liegt P zwischen den Geraden 
X = 0.3 und X = 0.4 ungefahr in der Mitte. Man interpoliert x — 0.35. 
Die beiden Werte x = 0.71 und x = 0.35 entsprecben dun beiden Werten 
y = 1.42 und y = 0.70, die in der Tat mit den oben gefundenen Werten 
der Wurzeln y = 1.43167 und y — 0.695521 nahe ubereinstimmen. 


§ 21. Das Graeflfesehe Verfahren zur Bereehnung der Wurzeln. 

Wean alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung sowohl die reellen 
wie die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Graeffe ange- 
gebenes Verfahren zweckmdBig, das sich von den bisher auseinander- 
gesetzten wesentlich unterscheidet. Es setzt nicht die vorhergehende 
Untersuchung der Gleichung voraus, durch welche zun^chst grobe Nhho- 
rungswerte der Wurzeln gefunden werden, die dann auf anderm Wege 
verfeinert werden. Vielmehr ist es eine einheitliche Methods, die von der 
gegebenen Gleichung ausgehend ohne Kenntnis von Naherungswerten 
der Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit zu den Werten aller Wurzeln 
fiihrt. Der leitende Gedanke ist der, daB man durch einfache Reohnung 
aus den Koeffizienten einer Gleichung die Koeffizienten einer anderen 
Gleichung flnden kann, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der 
ersten Gleichung sind. Aus dieser Gleichung findet naan in derselben Weise 
eine neue, deren Wurzeln die vierten Potenzen der ursprunglichen Wurzeln 
sind. So fortfahrend findet man nacheinander die Gleichungen, deren 
Wurzeln die 2tea, 4ten, 8ten, 16ten u. s. w. Potenzen der ursprunglichen 
Gleichung sind. Nach 10 Operationen z. B. wiirde man eine Gleichung 
finden, deren Wurzeln die 1024ten Potenzen der ursprunglichen Wurzeln 
sind. Wenn nun die ursprunglichen Wurzeln alle dem absoluten Betrage 
nach voneinander verschieden sind, so werden die Wurzeln der abge- 
leiteten Gleichungen immer stfirker auseinandergezogen in dem Sinne, 
daB die dem absoluten Betrage nach kleinste ein immer Ideinerer Bruch- 
teil der n&chstkleinsten wird und diese ein immer kleinerer Bruchteil 
der folgenden u. s. f. Wenn aber die Wurzeln einer Gleichung in dieser 
Weise auseinandergezogen sind, so lassen sie sich sehr einfach aus den 
Koeffizienten der Gleichung bestimmen. Ist ndmlich die Gleichung 

flo a:" + Uj + f- = 0, 
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so wird die groBte Wurzel bis auf einen relativ kleinen Fehler aus der 
Gleichung 

flo ^ + ^*1 = 0 

gefunden^ die nachste aus der Gleicbung 

diX + a2 = 0 

u. s. w., die kleinste aus der Gleichung 

X + a,, = 0 . 

Das geht sofort aus dem Zusammenhang der Koeffizienten mit den Wurzeln 
der Gleichung hervor. Bezeichnot man die groBte Wurzel mit Xj, die 
nachste mit u. s. w., die kleinste mit so ist wegen der identischen 
Gleichung 

{x — Xi) (x — x^) • ' • {x — Xn) 


= + ^ + + ■ ■ ■ +- 
(Iq CIq (Zq 


“I 

die Summe aller Wurzeln gleich , die Summe aller Produkte von 




je zwei Wurzeln gleich die Summe aller Produkte von je drei Wurzeln 


gleich u. s. w. Wenn nun x^ so groB gegen x^^ x^ • • • Xn ist, dafi 

Xq 

auch die Summe 0:2 + ifg +■••• + einen sehi' kleinen Bruchteil 

von Xi ausmacht, so ist also bis auf dieseii kleinen Bruchteil, d. h. also 
bis auf einen relativ zu % kleinen Fehler 



Wenn ferner x^ und x^ sehr groB sind gegen ^ • x^ so ist unter alien 
Produkten von je zweien dieser Wurzeln das Produkt x^ x^ sehr groC 
gegen die ubrigen. Ist es nun so groB, daB die Summe aller ubrigen nur 
ein kleiner Bruchteil von x^ ist, so ist bis auf diesen relativ kleinen Fehler 


^2 

X. x>> = 

Xq 

In derselben Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler: 


«3 

XiX2X^ — 

X. X^ — U. S. I. 

' ^ ® flo 

Au 8 diesen Gleichungen folgt durch Division von % x^ durch Xi, von Xi x^ % 
durch ajj x^ u. s. f., daB bis auf relativ kleine Fehler 
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^2 

’ = — ^ 
iU 

J\ = — -- 

11. S. W. 

Oder mit andern Worten, dalJ die Wurzein der Gleicliung 

^0 + ccx 4- . . . -f X + aji = 0 

bis auf rolativ kleine Betrage gleicli den Wurzein der Gleichungeu 

Uq X + ^ 0, % ^ + ag = 0 . . ^ + 0^ = 0 

sind, sobald nur die Wurzein so stark auseinandergezogen sind, dai.l die 
kleinste Wurzel ein sehr kleiner Bruchteil der nachstkleinsten ist, diese 
wieder ein sehr kleiner Bruchteil der folgenden u. s. w. 

Sobald man also von irgendeiner gegebenen Gleichung ausgehend 
die Gleichung abgeleitei hat, deren Wurzein so hohe Potenzen der Wurzein 
der ersten Gleichung sind, dafi sie hinreichend auseinandergezogen sind, 
so kann man die Potenzen der Wurzein aus den berechneten Koeffizienten 
finden und kann dann durch Wurzelausziehung zu den Wurzein der ge- 
gebenen Gleichung gelangen. 

Die Methode, um von einer Gleichung zu der ndchsten zu gelangen, 
deren Wurzein die Quadrate der Wurzein der vorigen Gleichung sind, 
besteht in folgendem. 1st 

g (x) = bo a;“ — 6i • • • ± b„_i x ^ b^ = 0 

die erste Gleichung, so multipliziert man g {x) mit g ( — a’). Das Produkt 
bleibt ungeandert, wenn x in — x verwandelt wird und mui3 daher nach 
Potenzen von x geordnet nur gerade Potenzen von x enthalten. Setzt 
man nun == z, so kann man g {x) g ( — x) als eine ganze Funktion ;?'ten 
Grades von :: schreiben. Die Werte von z, fiir die diese ganze Funktion 
verschwindet, sind die Quadrate der Wurzein der ersten Gleichung. Die 
Koefiizienten der ganzen Funktion von z werden nach dem folgenden 
Schema gefunden: 



2 Jq 62 ■ 2 63 . 

-\-2bob, : 

— 2b^b, 

+ 2 bi &5 

2 60 ^6 

etc* 

^0 1 

Cj ^2 1 

^3 1 

etc. 

Dann ist: 





fo 3 " — Cl 3 ”-^ + C.2 z"~^ 

• • + c„ = 0 . 
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Die weiteren Bemerkungen kniipfen sich besser an die Ausfuhrung 
eines Beispiels an. 

Es soilen die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 
— 1.74 — 2 52 a: + 3.97 = 0 

gefunden werden, die oben auf anderem Wege berechnet worden sind. 
Zunachst werden die Logarithmen der Koeffizienten 6o = 

=r — 2.52, ^>3 = — 3.97 hingeschrieben: 

0 0.240549 0.401401 „ 0.598791,,. 

Aisdann bildet man die Logarithmen der Quadrate und Produkte, 
die in den verschiedenen Kolonnen vorkommen. Da die erste Kolonne 
hier immer nur aus der Zahl 1 besteht, so kann sie fortgclassen werden. 
0.481098 0.802802 1. 197582 

0.702431 1.140370 

Die Logarithmen der Summen bildet man mit der Tabelle der Addi- 
tionslogaidthmen oder Subtraktionslogarithmen. 


0.481098 

A 

0.802802 

A 

0.702431 

Q.nsmi 

1.140370 

9.662432 

B = 0.204313 


B = 0.164250 


Cl = 0.906744 


Ca = 1.304620 

Cg ='i.T97’582 


Mil diesen Zahlen verf^hrt man ebenso u. s. f. 


1.813488 
1.605650,, 
A - 9.787997 

1 ^ 
0.207838 

2.G09240 

2.405356„ 

9.777516 

B 

0.203884 


i. 393647 


2.182872 


2.395164 

2.787294 
2.483902„ 
A = 0.004712 

0.303392 

4.365746 

4.089838« 

9.948213 

0.275908 


2.488614 


4 038051 


4.790328 

4.977228 
4.339081„ 
C = 9.886453 

0 638147 

8.076102 

7.579972„ 

9.833110 

0.496130 


4.863681 


7.909212 


9.580656 

d.T27362 
8.210242„ 
C= 9.986593 

1.517120 

15.818424 

14.745367„ 

9.961650 

1.073057 


9.713955 


15.780074 


||i97l61312 



140 IV* Abschnitt. Ganze ratioBale Funktionen einer Veranderlichen. 


19.427910 
16.081104„ 
C= 9.999804 

3.346806 

31.560148 

29.176297„ 

9.998201 

2.383851 


19.427714 


31.558349 


38.322624 

38.855428 

31.859379„ 

C = 

6.996 

63.116698 

58.051368,, 

9.999996 

63.116694 

5.065 



Fur die gr5Beren Werte von B ist die Tafel der Subtraktions- 
logarithmen benutzt. 

Weiter zu recbnen bat keinen Sinn, wenn man sich auf sechsstellige 
Logarithmen beschrankt. Denn beim nAchsten Schritt wiirden nur die 
Quadrate der Koeffizienten in Betracht kommen, die Produkte werden 
so Mein gegen die Quadrate, dafi sie die sechste Stelle im Logarithmus der 
Summe nicbt mebr beeinflussen. Es wiirde daber dasselbe Resultat geben, 
ob man nun aus den Quotienten der berecbneten Koeffizienten die 64. 
Wurzeln ausziebt Oder aus ibren Quadraten die 128. Wurzeln. Nur in der 
zweiten Kolonne ist beim nacbsten Scbritt nocb eine kleine Anderung 
des Quadrates des Koeffizienten in der secbsten Stelle des Logaritbmus 
vorbanden. Wir scbreiben also fiir die Logaritbmen der Koeffizienten 
der Gleicbung der 64. Potenzen 

^0 = 1 Diff. 

logai 19,427714^ 12.130633 
log 31.558347 6.764277 

log Ug 38.322624^ 

(Lti , 

Die Logaritbmen der 64. Wurzeln aus — — — smd: 

0.303558 

0.189541 

0.105692. 

Hieraus ergeben sich die Wurzeln bis auf ihr Vorzeichen: 

2.01168 

1.54718 

1.27553. 

Um auch die Vorzeichen zu ermitteln, beachte man, dafi nacji der 
Zeichenregel des Cartesius die Gleicbung eine und nur eine negative Wurzel 
besitzt. Da ferner die Summe der Wurzeln gleich + 1.74 sein soil, so 
ergibt sich durch den Versuch, eine der drei Zahlen von der Summe der 
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andern abzuziehen, sogleich, daB die mittlere der drei Zahlen negativ zu 
nehmen ist. 

Die Summe der drei Zahlen 

+ 2.01168 

— 1.54718 

+ 1.27553 

ergibt 

+ 1.74003. 

Man kann dies als ausreichende Probe betrachten, daB die drei 
gefundenen Werte bis auf wenige Einheiten der fiinften Dezimale richtig 
sind. Will man eine vollstandige Probe, so kann man auBer der Summe 
der Werte auch die Summe der Produkte von je zweien und das Produkt 
der drei Werte berechnen. Bezeichnet man die drei Werte mit a, ft, c, 
so ergibt sich 

{x — a) {x — ft) {x — c) 

= ^3 _ 1.74003 — 2.51995 + 3.97000. 

Nun war die gegebene Gleichung 

— 1.74 — 2.52 ^ + 3.97 == 0. 

Mithin ist fur jede Wurzel x: 

(.r — a)[x — ft) {x — c) = — 0.00003 x^ + 0.00005 rr= ( — 3a: + b)x • 10“"^ 

Fiir die Wurzel, die nahe bci a liegt, setze man 

(— 3:i- + 5)a;-10“-" 

^ ^ [x — b) {x — c) ‘ 

Dann andert sich die rechte Seite sehr langsam, wenn x in der Ntoe 
von a liegt. Man findet daher einen Naherungswert fiir die Verbesserung 
X — a, wenn man auf der rechten Seite x = a setzt. Die Rechnung wird 
mit dem Rechenschieber auf cine oder zwei Stellen ausgefiihrt und gibt 
in Einheiten der fiinften Dezimale x — a = — 0,8. Es hat keinen Sinn, 
genauer zu rechnen, wenn die Koefflzienten a + ft + c, ftc + ca + aft, 
ab c nur wie hier mit sechsstelligen Logarithmen berechnet sind. In ahn- 
licher Weise findet man fiir die Verbesser ungen von 6 und c in Einheiten 
der fiinften Dezimale die Werte — 1.5 und — 0.7. 

Wenn zwei oder mehr Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich 
sind, so werden die Potenzen nicht auseinanderrucken. Man muB dann 
die Betrachlung ein wenig allgemeiner fassen. 

Es seien die Wurzeln - der Gleichung x^ + % 

+ h X + an = 0 dem absoluten Betrage nach nicht kleiner 

als r, w^hrend die iibrigen Wurzeln Xa+h . 0 ?^ im VerhUtnis zu r 
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Jklein sind. Alsdann kann man. zeigen, daB die W’ urzeln a-'i iiur 

um kleine Bruchteile ihrer Betrdge von den Wurzeln der Gleichung 

do H 1" '^"-1 + "a = 

abweiclien, walirend . . . x-a bis auf kleine Bruchteile ihrer 

Betr§.ge mit den Wurzeln der Gleichung 

a, i + • • • + ««_i x- + a„ = 0 


iibereinstimmen. 

1st ntolich x dem absoluten Betrage nacli grober oder glcich r, 
so laBt sich zeigen, daB 

Gq -j- . . . -j- X -r 


selir nahe mit 


fio rc“ + ai 1'^ + • * • + . 


ubereinstimmi. 


Ausdriicke unterscbeiden sich nur dutch die Glieder 


Die beiden 










Von diesen Gliedern muB aber jedes schr klein sein. Denn - - - 

ist positiv Oder negativ gleich der Summe der Produkte von je a + /^ 
Wurzeln dividiert durch die Summe der Produkte von je aWurzeln. Von 
diesen letzteren ist x^x^. . .Xa dem absoluten Betrage nach das groBte, 
wkhrend alle iibrigen gegen dieses sehr klein sind. In der ersten Summe 
sind diejenigen Produkte die grofiten, in denen x^x^. . .Xa, und nur /? von 
den Wurzeln Xa+i ■ ■ ■ x^' vorkommen. Wird mit x—^ multipliziert, 
so muB jedes Glied klein gegen x^Xi - . . Xa sein, well aT"^ klein ist gegen 
das Produkt von § Faktoren x^+i . . . x„. Folglich ist unter den gc- 
machten Annahmen 


(la 


sehr klein und folglich ist fur alle Werte von x, deren absolute!’ Betrag 
groBer ist als r, d. h. also groB ist gegen Xa+i . . . a:„, 

Uq x” + Xi x”~^ + • • • + a«_l X On 

Ua X^~‘‘ 

sehr nahe ubereinstimmend mit 

Oo 3f + fli af — ^ -f ■ ■ ■ -I- a: + ga 
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Oder, was dasselbc ist, es miiB fur alle Werte von a*, die groB sind gegen 

.T^ ^ 1 . . . 

~ (-f — a:i) (a; — arg) • • • (a; — ar„)^l • • •(> — 

sehr nahe mit 

ubereinstimmen, wo die Wurzelu der Gleichung 

(Iq a;“ ^ “b ■ ■ ■ 4" — 1 ^ 

bedeuteii. Wird also x gleich einem der Werte . x^ gesctzt. so muB 




sehr kiein warden. Mithin muB einer der Faktoren dieses Produktes 
sehr kiein werden, d. h. es muC der betreffende Wert von x bis auf 
einen relativ kleinen Betrag gleich einem der Werte z^z^. . . sein. 

Andererseits stimmt fiir alle Werte von x, die kiein sind gegen 
x^. . , der Wert von 

«0 + h «n-l ^ 




sehr nahe mit 


^ + ^'*+1 


,,n — of+i 


+ h + (^n 


X’" 


iiberein. Dieser Satz folgt sofori aus dem vorigen, wenn man die Ver- 
^iderliche t = einfuhrt und die ganze Funktion 

+ Cllt + Clol^ + h (In^i + fln/” 

betrachtet. Die Wurzeln 


— 1 


li — Xi ^ iff Xff 


— 1 


sind dann kiein gegen die Wurzeln 


^a+i _ 


— * — ^ 

^a 4 *l * • • ‘n • 


Es ergibb sich mithin, dafi die Wurzeln Xa^i ^ . . . a;„ um relativ kleine 
Betrage von den Wurzeln der Gleichung 

+ a„+i + . . . + a„ = 0 

abweicben. 

Man kann die beiden Sfttze so zusammenfassen : Sind die Wurzeln 
x^x^. . . Xn so in zwei Gruppen x^x^ - ■ • Xa und x^+i- • • a;„ zerlegbar, 
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daB die Werte der einen Gruppe gro6 gegen die Werte der andern Gruppe 
sind, so spaltet sich die Gieichung 

^0 “ i “ ^1 = 0 

in die beiden: 

^0 + • • • + ~ 0 ? 

+ ^a-k-1 + * • ■ + ^72 = 0 , 

deren Wurzeln bis auf relativ kleine Betrage gleich den Wurzeln der beiden 
Gruppen sind, Es ist dabei nicht ausgeschlossen, daC unter den Wurzeln 
einer Gruppe zwei oder mehr als zwei dengleichen absolutenBetrag haben. 
Wenn sich die Wurzeln einer Gruppe abermals in zwei Gruppen zerlegen 
lassen, von denen wieder die einen groB gegen die andern sind, so spaltet 
sich auch die Gieichung wieder in zwei Gleichungen u. s. f. Wenn sich 
die n Wurzeln in n Gruppen zerlegen lassen, so ergeben sich die n linearen 
Gleichungen 

ao rc + % = 0, Uj a; + ttg == 0, . . rc + = 0, 

die wir auf anderem Wege schon oben fiir diesen Fall abgeleitet batten. 
Diese Betrachtungen gelten auch fur komplexe Wurzeln. Hier tritt bei 
reellen Werten der Koeffizienten (Zq a^: . • immer der Fall ein, daB zwei 
Wurzeln, n^mlich je zwei konjugierte, dem absoluten Betrage nach einander 
gleich sind. Man wird hier im allgemeinen in der Gieichung, deren Wurzeln 
hinreichend hohe Potenzen der ursprunglichen Wurzeln sind, ebenso viele 
Gruppen je zweier Wurzeln haben, als man Paare imaginarer Wurzeln 
hat. Die Gieichung zerfallt dann in so viele Gleichungen ersten Grades, 
als reelle Wurzeln vorhanden sind, und so viele Gleichungen zweiten Grades, 
als es Paare konjugierter Wurzeln gibt. Als Beispiel moge die Gieichung 
funften Grades 

7 + 5.47 — 3.33 — 1.72 a; + 0.15 =- 0 

betrachtet warden. 

log 7 0.845098 

log 5.47 = 0.737987 
log 3.33 =0.522444 
log 1.72„ = 0.235528„ 
log 0.15„= 9.176091,,. 

Wir dividieren durch 7 , um den Koeffizienten der hochsten Potenz gleich 1 
zu machen, daim braucht die erste Kolonne nicht gefiihrt zu werden. 
Die Koeffizienten sind dann 

= 1, = 0, log 62 == 9.892889, log 63 = 9.677346, 

log = 9.390430n, log = 8.330993„. 

Bei den Logarithmen ist uberall — 10 zu erglUizen. 
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0.193919,, 9.785778 9.354692 8.780860 6.661986 
9.691460„ 9.584349 8.309369 

Man schreibt sicli die Logarithmen der doppelten Koeffizienten 2 Jg? ^ 
in einer Reihe auf einen Papierstreifen und halt diesen dann in der richtigen 
Lage iinter die Reihe der Logarithmen von um so die Logarithmen der 
doppelten Produkte zu bilden. In diesem speziellen Fall, wo gleich 
Null ist, enthalt keine der Kolonnen mehr als zwei Logarithmen. Bei den 
nachsten Schritten werden in zwei Kolonnen je drei Logarithmen vor- 
kommen, die dann mit der Tabelle der Additionslogarithmen oder Sub- 
traktionslogarithmen zu behandeln sind. Es ergeben sich fiir die Gleichung 
der Wurzel quadrate die Logarithmen dor Koeffizienten: 

0.193919„ 9.076281 9.785557 8.907213 6.661986. 

Der eine negative Koeffizient beweist, daB die urspriingliche Gleichung 
nicht lauter reelle Wurzeln haben kann. Dcnn in der Reihe 

C‘o, ^2, C*3, (‘ 4 , 

kommen nur drei Zeichenwechsel vor. Nach der Zeichenregel des Cartesius 
sind also unter den Wurzel quadratcn hochstens 3 positiv. Es konnen 
daher unter den Wurzeln nicht mehr als drei reell sein. 

Beim nachsten Schritt erhalten wir die Kolonnen 

0.387838 8.152562 9.571114 7.814426 3.323972 

9.377311„ 0.280506 8.284524,, 6.748573„ 

9.208243 7.156935,, 

Die Logarithmen der Koeffizienten der Gleichung der vierten Potenzen 
werden : 

0.343235, 0.318775, 9.546295, 7.775405—10, 3.323972—10. 

Von hier ab ist die Charakteristik vollstandig bezeichnet, um zu keinen 
Verwechselungen AnlaB zu geben. 

0.686470 0.637550 9.092590—10 5.550810—10 6.647944—20 

0.619805,, 0.190560„ 8.395210—10 3.171297—10 

8.076435—10 3.968237—10 

Fiir die 8t®ii Potenzen ergeben sich daraus die Zahlen: 

9.839676—10 0.447423 8.995285—10 5.548994—10 
6.647944—20 

fiir die 16l6n Potenzen: 

0.709736„ 0.887216 7.981676—10 1.097984—10 
3.295888—30 


Runge, Praxis der Gleichungen. 


10 
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Der letzte Koeffizient beeinfluCt jetzt die vorhergelienden nicht 
melir und auch der vorletzte beeinfluBt die ibm vorhergehenden nicbt 
mehr wesentlich. Man findet daher die absoluten Betrage zweier reeller 
Wurzeln: 

3.295888—30 1.097984—10 

1.097984—10 ’ 7.981676—10 

2.197904—20 3.116308—10 

16 1 14.197904—32 | 8.887369 16 1 9.116308—16 | 9.569769 

num log 8.887369 = 0.077156 num log 9.569769 = 0.371338 

Von bier ab konnen nun die letzten beiden Koeffizienten weggelassen 
werden, so daB man es nur nocb mit drei Zahlen zu tun hat wie bei einer 
Gleichung dritten Grades. Fur die 32ten Potenzen ergibt sich 

1.035229 1.775149 5.963352—10 

Jetzt spielt auch die dritte Zahl keine Rolle mehr und wir erhalten eine 
weitere Wurzel 

5.963352—10 

1.775149 

4.188203—10 

32 1 26.188203—32 [ 9.818381 
num log 9.818381 = 0.658235 

Die iibrigen beiden Wurzeln mussen konjugiert imaginar sein. Denn 
wir fanden schon oben, daB nicht mehr als drei Wurzeln reell sein konnen. 
Der absolute Betrag ergibt sich aus der zweiten Zahl 1.775149, die das 
Produkt der 32i3®ii Potenzen der beiden konjugierten Wurzeln, also die 
64te Potenz ihres absoluten Betrages darstellt. Der absolute Betrag er- 
gibt sich daher: 

64 1 1.775149 ] 0.027737 
r = 1.065951 

Wir haben also das folgende Resultat 


Absoluter Wurzelbetrag 

Logarithmus 

0.077156 

8.887369 

0.371338 

9.569769 

0.658235 

9.818381 

1.065951 

0.027737 

1.065951 

0.027737 


Summer 8.330993 


Es eriibrigt nun noch die Vorzeichen der reellen Wurzeln und die beiden 
konjugierten Wurzeln zu fmden. Nach der Zeichenregel des Gartesius 
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hat die Gleichung eine und nur eine negative Wurzel. Zwei Wurzeln sind 
daher positiv. Welche von den Wurzeln negativ ist, erkennt man, indem 
man das Vorzeichen der linken Seite der Gleichung fiir einfache Werte 
von deren absoluter Betrag zwischen den gefundenen Werten liegt, 
bestimmt. Man setzt z. B. x ~ — 0.5 ein und iiberzeugt sich sogleich, 
indem man den Wert in der oben beschriebenen Weise berechnet, daB 
die linke Seite negativ ist. Es liegt also zwischen — 0.5 und 0 eine Wurzeln. 
Ferner setzt man + 0.2 ein und Qndet, daB die linke Seite ebenfalls negativ 
ist und daher zwischen 0 und +0.2 auch eine Wurzel liegt. Das letzte 
verlangt, daB 0.077156 zu einer positiven Wurzel gehort, und das erste, 
daB die negative Wurzel zu einem der beiden Werte 0.077156 oder 0.371338 
gehort. Folglich ist die negative Wurzel gleich — 0.371338 und die posi- 
biven Wurzeln + 0.077156 und + 0.658235. 

Die Summe der beiden konjugierten Wurzeln ist gleich dem Doppelten 
ihres reellen Teils. Da nun der Koeffizient von Null ist und daher die 
Summe der Wurzeln verschwindet, so hat man fxir den reellen Teil u der 
beiden konjugierten Wurzeln die Gleichung 

2 + 0.077156 —0.371338 + 0.658235 == 0, 

d. h. 2 u = — 0.364053 = 2 r cos cp 

log u = 9.260135^ 
log r = 0.027737 

log cos (p = 9.232398n 9 = ± 99^ 49' 56". 

Die beiden konjugierten Wurzeln sind demnach 

r wo r = 1.06595 

(p = 990 49' 56". 

Will man eine vollstllndige Probe der Rechnung ausfiihren, so ist das 
Produkt der fiinf linearen Faktoren 

{X — r (x — r {x — 0.658235) {x + 0.371338) 

(a; — 0.077156) 

Oder 

{x^ + 0.364053 rr + 1.13625) (a; — 0.658235) {x + 0.371338) 

(a; — 0.077156) 

zu bilden und mit der gegebenen Gleichung zu vergleichen. Es er- 
gibt sich: 

x^ + 0.7814236 x^ — 0.4757220 — 0.2457135 a: + 0.0214286 *), 

*) Das Ausmultiplizieren geschieht bequem mit der Rechenmasehine oder 
etwas weniger bequem mit der Rechentafel, indem man den ersten FaktDr«jni**dlimi 
zweiten, das Resultat mit dem dritten u. s. w. multipliziert. 
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wahrend die linke Seite der gegebenen Gleichung, nachdem durch den 
Koeffizienten der hochsten Potenz dividiert ist, gibt: 

a:® + 0.7814286 — 0.4757143 ar* — 0.2457143 a: + 0.0214286. 

Bezeicb.net man das Produkt der gefundenen linearen Faktoren 
mit <p (x), solaBt sicb also die gegebene Gleichung in der Form ausdriicken : 

<p (a:) + (50 + 71 — S x) 10“’ = 0. 

Nun kann man Korrektionen der Wurzeln berechnen, indem man die 
Gleichung durch vier von den linearen Faktoren dividiert und z. B. 
schreibt: 

— 0.658235 

(50 .r® + 77 X® — 8 a-) 10"^ 

= ~ (? +'0.364053 X + 1.13625) (x + 0.371338) (x — 0.077156) 

Die rechte Seite dndert sich dann nur wenig mit x, wenn x nur wenig voit 
0.658235 verschieden ist, und daher ist die linke Seite selir nahe gieich 
dem Wert, den man erhalt, wenn man auf der reohten Seite fur x den 
Wert 0-658235 emsetzt. 

Die Bereclmiing wird nur auf wenige Stellen ani besten mit dem 
Rechenschieber ausgefiihrt. 

So ergibt sieh 

a' — 0.658235 = — 0.000004 

und in ahniicher Weise 

X* -h 0.371338 = — 0.000002 
.r: — 0.077156 = + 0.000000. 

Aucb die Korrekturen der komplexen Wurzeln kann man in derselben 
Weise berechnen. Und da die beiden Korrekturen einander konjugiert 
sein mussen, so braucht man nur eine zu berechnen. Die Rechnung gc- 
schieht ebenfalls bequem mit dem Rechenschieber und ergibt 

= (3 i i) 

Daraus: 

d = (3 cos (p + sin 9 ?) 10“® = 0.5 x 10"~® 

10 -® 

cl (p = (cos (p — 3 sin 9 ?) - -p" = — 0.6". 

Ais Probe dafiir, daC die Korrekturen richtig berechnet sind, kann 
man den Umstand benutzen, daB die Summe der funf Wurzeln Null 
bleiben, also die Summe der Korrekturen versohwinden muB. 

Die Gleichungen, der die Wurzelpotenzen geniigen, lassen sich statt 
mit Additions! ogarithmen auch mit der Rechenmaschine bequem bilden. 
Man rechnet dabei immer gleich den Wert einer Kolonne aus, ohne die 
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einzelnen Glieder hinzuschreiben, da die Maschme die Addition der Qua- 
drate und Produkte selbsttdtig besorgt. Die sehr groBen oder sebr kleinen 
Werte, die sich im Verlauf der Rechnung alsbald ergeben, schreibt man 
am besten als Produkt einer Zabl zwischen 1 und 10 mit einer positiven 
Oder negativen Potenz von 10. Dabei braucht man nur den Exponenten 
von 10 anzumerken, etwa iiber der andern Zahl. 

Sei z. B. die Gloichung gegeben: 

3.22 a-® 4- 4.12 a4 -f 3.11 a:» — 7.25 -f 1.88 a: — 7.84 = 0, 

so daC sich fur die oben S. 138 mit bo, 6i, bezeichneten GrdBen 

die Werte 

3.22, 0, 4.12, —3.11, —7.25, —1.88, —7.84 

ergeben, so findet man fur die Gleichung der Wurzelquadrate 

1112 1 
+ 1.0368, —2.6533, —2.9716, + 1.1990,' — 2.3733, 

2 1 
— 1.1015, + 6.1466. 

Die iiber den Dezimalbriichen stehenden Zahlen bedeuten die Potenz 
von 10, mit der man sich die Dezimalbriiche multipliziert denken muB. 
Es sind also nichts anderes als die Charakteristiken ihrer Logarithmen. 
Zunachst ware diese Schreibweise noch nicht notwendig. Sobald aber 
die Charakteristiken sehr groB werden, stellt sich die Notwendigkeit ein. 
Die beiden Zeichenfolgen zwischen der 2ten und Sten und z-mschen der 
5 ten und 6ten Zahl entsprechen zwei Zeichenwechseln in den eigentlichen 
Koeffizienten der Gleichung der Wurzelquadrate. Nach der Zeichenregel 
des Cartesius sind daher nicht mehr als zwei positive Wurzelquadrate, 
mithin nicht mehr als zwei reelle Wurzeln vorhanden. Das zeigt sich auch 
im weiteren Verlauf der Rechnung. Fiir die Gleichung der 128 ten Potenzen 
erhalt man 

65 82 101 117 120 117 114 

1.013 + 3.051 + 2.081 + 1.125 + 8.179 — 2.912 + 2.968 

Hier haben sich die W^urzeln, deren absolute Betragc nicht die 
gleichen sind, schon in 4 Gruppen getrennt. Die drei ersten Koeffizienten 

65 82 101 
1.013 + 3.051 + 2.081 

haben keinen EinfluB mehr auf die Bildung der iibrigen, soweit sie hier 
berechnet werden. Ebenso trennen sich ab: 



150 1"^- Abschnitt. Ganze rationale Fnnktionen einer Veranderlichen. 


101 117 

+ 2.081 + 1.125 

117 120 

+ 1.125 + 8.179 

120 117 114 

+ 8.179 —2.912 + 2.968 


Nur der 3te Wert erfahrt in den ersten 4 Ziffern beim nfichsten 
Sohritt noch eine kleine Anderung, weshalb es sich noch lobnt, fur den 
dritten Koeffizienten allein noch einen Schritt weiter zu gehen und dann 
101 202 
statt 2.081 die Quadratwurzel aus dem neuen Wert 4.324 zu setzen. Die 
beiden Gruppen von zwei Zahlen bestimmen die beiden reellen Wurzeln. 
Da nun die gegebene Gleichung in ihren Koeffizienten 3 Zeichenwechsel 
hat, so folgt aus der Zeichenregel des Cartesius, dafi nur eine oder drei 
positive Wurzeln vorhanden sein konnen. Mithin muB von den beiden 
reellen Wurzeln did eine positiv, die andere negativ sein. 

Es ergeben sich die beiden Werte 


l/l,125 • 10^’ 
/4,324 • 10^02 


o 

v 


8,179 • 10i*» 


= 1.32714 


= 1.07193. 


1,125 • 10“’ 

Welclier von diesen beiden Werten positiv und welcber negativ 
zu setzen ist, erfabrt jnan, indem man einen Z-wiscbenwert z. B. 1,2 fiir x 
in die gegebene Gleichung einsetzt und das Vorzeichen der linken Seite be- 
stimmt. Mit dem Rechenschieber hat man in der oben beschriebenen Weise; 


3.22 0 + 4.12 + 3.11 — 7.25 + 1.88 — 7.84 

+ 3.86 + 4.64 + 10.5 + 16.3 + 10.8 -f- 15.2 

+ 3.86 + 8.76 + 13.6 + 9.0 + 12.7 + 7.4 = / (1.2). 

Das positive Zeichen besagt, da6 zwischen a: = 0 und x = 1.2 eine positive 

Wurzel liegt. Daher sind die beiden reellen Wurzeln 


+ 1.07193 und — 1.32714. 


Die beiden Gruppen von je drei Zahlen entsprechen den beiden Paaren 
■konjugierter Wurzeln. Ihre absoluten Betrdge sind 


3 1 3 

/4,324 • 102»2 


26 6 

/l,013 ■ 10«® 


1.38626 


26 6 



2,968 • 10“* 
8,179 • 10“» 


= 0.94372. 



§ 21* Das Graeffesche Verfahren zur Berechnung dei Wurzeln. 151 


Die konjugierten Wurzeln selbst findet man aus der Summe der 
6 Wurzeln und der Summe ihrer reziproken Werte, Die Summe der 6 
Wurzeln ist fiir die gegebene Gleichung gleich Null. Die Summe ibrer 
reziproken Werte ergibt sich aus den beiden letzten Koeffizienten gleich 

1.88 

7.84' 


Bezeichnen und Wg die reellen Teile der beiden komplexen Wurzel- 
paare und und ihre absoluten BetrSge, so ist die Summe der 4 kom- 
plexen Wurzeln gleich 

2 Wj -j- 2 

und die Summe ihrer reziproken Werte gleich 


Da nun die ubrigen beiden Wurzeln sowie und bekannt sind, 
so erhalt man fiir und zz 2 zwei lineare Gleichungen 

2 4- 2 = 0.25521 


2 Ut 




2 


= 0.06040, 


aus denen Ui= + 0.18769 u^ = — 0.06009 gefunden wird. Die imaginJiren 


Teile i und ^ sind dann aus 

— it; 




= 


zu berechnen. So ergeben sich die beiden Paare 

0.18769 ± 1.37350 i und —0,06009 ± 0.94181 L 


Die Probe kann in derselben Weise wie oben ausgefiihrt warden. 
Man bildet mit den gefundenen Wurzelwerten das Produkt der linearen 
Faktoren, wobei zwei konjugierte Wurzeln gleich in einem Faktor zweiten 
Grades vereinigt werden. 

So ergibt sich: 

3,22 (X + 1.32714) {x — 1,07193) (x^ — 0.37538 a; + 1.92172) 

(x^ + 0.12018 X + 0,89061) = 3.22 + 0.000032 + 4.119945 x^ 

+ 3.110212 — 7.249904 + 1.879964 a: — 7.840012, 


walirend die linke Seite der gegebenen Gleichung war: 

3.22 + 4.12 + 3.11 — 7.25 + 1.88 a; — 7.84. 

Bezeichnet man das Produkt der gefundenen Faktoren mit <p (a;), 
so kann man die gegebene Gleichung daher in die Form bringen: 
q) (x) (32 x^ — 55 + 212 a;^ + 96 a:« — 36 a; — 12) 10“-®. 
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Dividiert man Mer beide Seiten durch das Produkt aller Faktoren 
auBer einem, so erhalt man auf der linken Seite eine Funktion ersten 
Grades, auf der rechten Seite eine gebrocbcne Funktion, die sich nur 
langsam mit x dndert, wenn die linke Seite sebr klein ist. 

Hieraus findet man eine Verbesserung des betreffenden Wurzel- 
•wertes, in dem man ihn auf der rechten Seite fiir x einsetzt. Dabei braucht 
man natiirlich nur wenige Stellen zu beriicksichtigen. Die Verbesserung, 
von x = — 1.32714 z. B. wird mit dem Rechenschieber so gefunden. Man 
berechnet zunachst (32 a® — 55 + 212 a:® + 96 a:® — 36 a; — 12) lO”"® 

fiir a- = — 1.327; 

32 —55 + 212 + 96 — 36 — 12 

— 42,5 + 129 — 453 + 474 — 581 

— 97.5 + 341 —357 + 438 —593 

Das ergibt — 59.10~®. Dann berechnet man das Produkt 

3.22 (;k — 1.07193) (x® — 0.37538 a: + 1.92172) 

(x* + 0.12018 x + 0,89061) 

fiir X = — 1.327: 

1 — 0.375 + 1.92 1 0.120 + 0.89 

— 1.327 + 2.26 — 1.327 + 1.60 

— 1.70 + 4.18 — 1.207 + 2.49 

— 3,22 . 2,40 . 4,18 . 2,49 = — 80. 

Die Korrektion der Wurzel w§re danach 
59 

+ ^- 10-® = + 7 • 10-®. 

In derseiben Weise ergibt sich, daB der Wurzelwert 1.07193 um 
etwa 6 Einheiten der sechsten Stelle zu klein ist. 

Will man die komplexen Wurzeln auf ahnliche Weise kontrollieren, 
so kann man das auch etwas anders ausfiihren, als es oben auseinander- 
gesetzt wurde. Man kann dabei ntailich auch im Gebiete der reellen Zahlen 
bleiben und die Verbesserungen der Koeffizienten fur je einen der Faktoren 
zweiten Grades suchen, die den konjugierten Paaren entsprechen. Man 
dividiert die Gleichung 

(p {x) = (32 — 55 + 212 + 96x^ — 3Gx — 12) 10~‘’ 

auf beiden Seiten durch alle Faktoren mit Ausnahme eines der beiden 
Faktoren zweiten Grades und erhalt z. B.: 

a;" — 0.37538 a; + 1.92172 

32 — 55 + 212 x^ + 96x^ — 36x — 12 

“ 3^22 {X + 1.327) (:r — 1.072) (x^ + 0.12 x + 0.89) ‘ 
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Anstatt nun auf der rechten Seite fiir x eine der beiden konjugierten 
VV’urzeln einzusetzen, die dem Faktor zweiten Grades entsprechen, kann 
man die reelle lineare Funktion 

a X + ^ 

bereclinen, welche fur die beiden konjugierten Wurzeln mit der rechten 
Seite iibereinstimmt. Dann sind — a und — die Verbesserungen der 
Koeffizienten des Faktor s zweiten Grades, der dann also die verbesserte 
Form annimmt: 

x® — (0.37538 + a) X H- 1.92172 — 

Um a und jS zu finden, reduziert man zunachst Zahler und Nenner 
modulo x^ — 0.37538 x + 1.92172, d. h. man dividiert durch den Faktor 
zweiten Grades und bestimmt den Rest. Die Rechnung wird auf wenige 
Stellen am besten mit dem Rechenschieber ausgefiihrt. 

32 — 55 + 212 96 — 36 — 12 

— 12 +62 
43 + 150 

+ 16—83 
+ 134 + 179 

— 50 + 258 

+ 229 — 294 

— 86 + 441 

— 208 — 4^ 

Der Zahler stimmt also, wenn x gleich einer der beiden konjugierten 
Wurzeln gesetzt wird, mit 

(— 208 X — 453) 10-« 

uberein. 

Im Nenner reduziert man erst das Pi’odukt 

(X + 1.327) (X — 1.072) = X* + 0.255 x — 1.42 
1 + 0.255 — 1.42 

— 0.375 + 1.92 

T^3 —3.34 

'dann den Faktor x® + 0.12 x + 0.89 

1 + 0.12 + 0.89 

— 0.38 + 1.92 
“+0.50 —1.03 

Die beiden reduzierten Faktoren ersten Grades werden miteinander 
multipliziort und das Produkt wieder reduziert 
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0.315 —1.67 

— 0.65 + 3.44 

Produkt: 0.315 — 2.32 +3.44 
— 0.12 +0.60 
— 2.20 +2.84 

Das reduzierte Produkt ist dann nock mit 3.22 zu multiplizieren und gibt 


— 7.1a: + 9.1 


Die reokte Seite stimmt danach fiir die beiden konjugierten Wurzel- 
werte mit 


21 a: + 45 
7,1a: — 9,1 


•10~® Oder 



72 \ 

7.1a: — 9.1/ 


10 -® 


fiber ein. 

Um nun nocb den Nenner wegzuscbaffen, dividiert man x* — 0.37538x 
+ 1.92172 durcb 7.1 x — 9.1 


1 — 0.38 + 1.92 
— 1.28 
+ 0.90 

— 1.15 


0.14 X + 0.13, 


+ 3.07 


d. b. es ist: 


X* — 0.38 X + 1.92 


3.07 


7.1 9.1 “ + Ti^i- 


Ffir die beiden konjugierten Werte ist also 


daber 


3.07 

7.1 X — 9.1 


— 0.14 X — 0.13, 


72 

7.1 X — 9.1 


— 3.3 X — 3.0. 


AIs Resultat der ganzen Reduktion ergibt sich also 
— 3.3 X 10-^, 

so daB der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 

X® — 0.37535 X + 1.92172. 

Die analoge Rechnung ffir das zweite Paar konjugierterWurzeln liefert 

+ 3 X . 10-®, 

so daB bier der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 

X* + 0.12015 X + 0.89061. 
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Hat man es mit einer Gleichung zu tun, bei der mehr als zwei Paare 
konjugierter Wurzein vorkommen, so findet man zwar die absoluten 
Betrage in derselben Weise wie bei einem oder zwei Paaren konjugierter 
Wurzein, um aber auch die reellen und imaginaren Teile zu berecbnen, 
kann man den folgenden Weg einscblagen. Es werde der Grad der ge- 
gebenen Gleichung als gerade und gleich 2 m vorausgesetzt. Eine Gleichung 
von ungeradem Grade kann man sich mit x multipliziert denken, um sie 
in eine Gleichung geraden Grades zu verwandeln. Die Gleichung werde 
dann durch die Division mit auf die Form gebracht; 

Jo — Ji + J 2 + Jam 0. 

Indem man nun x r setzt und den reellen und imaginaren 
Teil fur sich gleich Null macht, ergeben sich die beiden Gleichungen: 

ao cos mcp — ai cos (m — 1) 9 + • • • ± = 0 

^0 sin m 99 — / 3 i sin (m — 1) 9 + * * • + Pm—i sin 9? = 0, 

wo zur Abkurzung gesetzt ist: 

a, :^JoA- +J2.. iSo 

a, + /■->»+ Vi 

1 “ — 1 " f " ^*--1 1 

Die GroBen a und jS konnen mit Hiilfe des fur r gefundenen Wertes 
berechnet werden. Setzt man nun cos 9? = ^, so lassen sich cos 2 99, cos 3 9?, 

sin 2 99 sin 3 99 sin m 9? 

. . . cos m CD und ebenso — : , — : , . . — : als ganze Funk- 

^ sin 99 sin 99 sin <p 

tionen von t ausdrixcken. Es liefern dann jene beiden Gleichungen zwei 

Gleichungen fiir t, von denen die eine vom die andere vom m — 

Grade ist. Die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen ergibt sich 

eindeutig durch das Verfahren des gemeinsamen Teilers. 

So hat man z, B, 

2 t 

ifi — l 

16 _ 12 + 1 



— 7 , , m }. m 

— OqI ' 

^ ,i>i~l u m+1 

= 7 — 1 ' 

= bm—1 ^m + 1 ^‘—1 
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Bei einer Gleichung Grades wurden die beiden Gleichungen 
fiir t lauten; 

Uq (4 — 3 f) — (2 — 1) + — a3 = 0 

Oder nach Potenzen von t geordnet: 

70 ^ + ys = 0 

do J* + -Sj i + <^2 = 0. 


yo 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit t und zieht sie von 
der ersten ab, so ergibt sich 


i + 73 - 0, 

die in der Form 

Yi + Ya i + ys=^ 

geschrieben werden mdge. Multipliziert man abermals die Gleichung 
jf. = 0 mit ^ und zieht sie von der letzten Gleichung 

do 

ab, so ergibt sich fiir t eine Gleichung ersten Grades. 

Eine andere Art, die komplexen Wurzeln zu bereohnen, hesteht 
darin, da6 man in der gegebenen Gleichung g (a:) = 0 die linke Seite nach 
Potenzen von h entwiokelt, yfoh — z — p und p eine beliebig angenommene 
GroBe ist. Wendet man nun das auseinandergesetzte Verfahren auf die 
Gleichung in h an, so ergeben sich fiir die komplexen Wurzeln die absoluteii 
Betrftge von ] a: — p |. Sind die absoluten Betrfige ] z | fiir die komplexen 
Wurzeln schon bekannt, so sind geometrisoh gesprochen die komplexen 
Wmzeln als Durohsohnittspunkte von Kreisen bestimmt. Diese Be- 
stimmung ist zwar nicht eindeutig, aber unter den verschiedenen mog- 
lichen Systemen kann man das riohtige dadurch auswahlen, daiJ man die 
Summe aller Wurzeln kennt. So moge z. B. in der oben behandelten 
Gleichung 

3.22 a-* + 4.12 z* + 3.11 — 7.25 z^ + 1.88 z — 7.84 = 0 


lie Entwickelung nach Potenzen von h — z I vorgenommen und die 
Wurzeln h nach dem beschriebenen Verfahren berechnet werden. 
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3.22 0.00 + 4.12 + 3.11 — 7.25 + 1.88 — 7.84 

— 3.22 + 3.22 — 7.34 + 4.23 + 3.02 — 4.90 

3.22 + 7.34 — 4.23 — 3.02 + 4.90 —12.74 

— 3.22 + 6.44 — 13.78 + 18.01 — 14.99 

— 6.44 + 13.78 — 18.01 + 14.99 — 10.09 

— 3.22 + 9.66 — 23.44 + 41.45 

' 9.66 + 23.44 —41.45 + 56.44 

— 3.22 + 12.88 —36.32 
'— 12.88 + 36.32 —11.11 

— 3.22 + 16.10 
16.10 + 52.42" 

— 3.22 
—1932“ 

3.22 — 19.32 A® + 52.42 h* — 77.77 + 56.44 A® 

— 10.09 h — 12.74 = 0. 

Man rechnet nun wie oben und findet zunachst, dafi bei der Gleichung 
der 16ten Wurzelpotenzen sioh die kleinste Wurzel abtrennt, deren ab- 
soluter Betrag sich gleich 

0.327132 

ergibt. Bei der Gleichung dcr 64ten Wurzelpotenzen trennt sicb das 
nSchste Paar konjugierter Wurzeln ab. Das Quadrat des absoluten Be- 
trages ergibt sich gleich 

1.77040. 

Bei der Gleichung der 128ten Wurzelpotenzen endlich trennt sich das 
andere Paar konjugierter Wurzeln und die andere reelle Wurzel ab. Das 
Quadrat des absoluten Betrages der konjugicrten Wurzeln ergibt sich 
gleich 

3.29715 

und der absolute Betrag dor reellen Wurzel gleich 

2.07195. 

In Verbindung mit den oben ermittelten absoluten Betragen der 
Wurzeln der urspriinglichen Gleichung in x: 

1.07193 

1.32714 

fiir die reellen Wurzeln und 

1.92172 

0.89061 
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fiir die Quadrate der absoluten BetrSge der konjugierten Wurzeln ergebcn 
siob nun die Wurzeln x selbst durcb die Bemerkung, daC die Wurzeln h 
um eine Einbeit groBer sein naussen als die Wurzeln x. Daher hat man 
zundchst fiir die reellen Wurzeln 

+ 1.07193 und — 1.32714. 

Denn mit anderen Vorzeichen wiirden sie nicht bei Vermehrung um eine 
Einbeit die absoluten Betrage 

0.327132 und 2.07195 

annehmen. Zweitens ergeben sich nun auch die reellen Teile der konju- 
gierten Wurzeln. Denn wenn x = u v i gesetzt wird, so hat man erstens 

+ (,2 = 0,89061 Oder 1.92172 

und zweitens 

(» -4- 1)® -|- p® = 1.77040 odes 3.29715. 

Das sind zwei Moglichkeiten, entweder 

it2 -1- p2 = 0.89061 + p2 == 1.92172 

(ij + 1)2 + (.2 = 1.77040 {u -f- 1)^ + P« = 3.29715 

Oder 

j{2 + (,2 = 0.89061 k 2 + p2 = 1.92172 

(jj + 1)2 + (,2 = 3.29715 (m + 1)2 + p2 = 1.77040. 

Die erste Moglichkeit liefert durch Subtraktion je zweier untereinander- 
stehender Gleichungen die beiden Werte: 

2 u H- 1 = 0.87979 und 2 k -f 1 = 1.37543, 

d. i. 

2 u 0.12021 und 2 u = 0.37543. 

Die andere Mdglichkeit liefert: 

2 B 1 = 2.40654 und 2 u -4- 1 = — 0.84868, 

d. i. 

2 B = 1.40654 und 2 B = — 1.84868. 

Da die Summe der 6 Wurzeln Null sein muB' und die beiden reellen 
Wurzeln zusammen — 0.25521 geben, so miissen die beiden Werte von 
2 u zusammen gleich + 0.25521 sein. Die erste Moglichkeit trifft daher 
zu bis auf den kleinen Fehler in der fiinften Stelle, wahrend die zweite 
Moglichkeit ausgeschlossen ist. So ergeben sich also die beiden Faktoren 
zweiten Grades: 

x^ + 0.12021 X -f 0.89061 und — 0.37543 x + 1.92172, 
die bis auf wenige Einheiten der funften Dezimale mit den oben ermittelten 
Werten libereinstimmen. 
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§ 22. Der Sturmsche Satz. 

Es kann uuter Umstfinden wiehtig sein, fiber die Anzahl der reellen 
und komplexen Wurzeln einer Gleichung von vornherein einen AufschluC 
zu erhalten, ohne die Wurzeln selbst zu ermitteln. Es wurden oben schon 
einige Anzeichen angogeben, dutch die man eine obere Grenze ffir die 
Anzahl der reellen Wurzeln fmdel. Vollstandig wird die Frage durch den 
Sturmschon Satz beantwortot. 

Es sei g (x) = 0 die vorgelegtc Gleichung 

g (x) = (ig x” + % a-"""* + Ua + • • • + dn—i » + a„. 

Man bildeb die Ableitung 

g' [x) ~ nttg x”~^ + {n — 1 ) «! + • • • + On— 1 

und wendet auf g (x) und g' (a;) das Vcrfahren des gemeinsamen Tellers 

HO 

an. Zu dem Endc multipliziel man g' {x) mit - und zieht das Produkt 

Tt 

Glied fur Glied von g {x) ab. Der Rest enthSll dann die nte Potenz von x 
nicht melff: 

Ujl' x ”-^ + H h a'„-i ^ + On- 

• ^ 

1st </,' von Null verschiedcn, so multiplizicrt man g' (a:) mit — - und 

Tl (Iq 

zieht das Produkt von dem cben erhaltenen Rest ab. Der neue Rest wird 
dann auch die n — 1*® Potenz von x nicht mehr enthalten. Er werde mit 
— bezeichnet. 1st Ui gleich Null, so soli schon der osrte Rest mit Tj 
bezeichnet warden. Im allgemo.inen genfigt es tur die Zweeke, die man 
hier verfolgt, die Rechnungen auf wenige Stellen auszufuhren, so daU die 
Genauigkeit des Rechenschiebers ausreicht. Dadurch laBt sich das Ver- 
fahron, wie unten an einem Beispiel gezeigt wird, mit geringer Mfihe aus- 
ftihren. 

Nach der Definition von hat man 


= ?i g' («) — '•!. 

wo qi den Quotionten der Division und — den Rest bezeichnet, 

der nach der Definition von niedrigerora Grade ist als g' {x). Indem 
man jetzt mit g' (x) und ebenso verfahrt, wie mit g {x) und g' (as), erhslt 
man eine zweite Gleichung: 


g' (a:) =?ari — rj, 

wo Tg wieder von niedrigerem Grade ist als /"i. So fortfahrend ergibt sich 
eine Kette von Gleichungen: 
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^*1 — ?3 ^2 ^3 

'*2 = ?4 — '*4 


?V — 2 ^7'— I 

Da der Grad der ganzen Funktioneii 7*2 rg . . . sich besttodig erniedrigl, 
so muB das Verfahren ein Ende haben. Wenn g (x) und g' (re) keinen 
gemeinsamen Teller haben, so wird man schlieBlich auf einen Rest — 
stoBen, der von x unabhtogig und gleich einem von Null verschiedonen 
Wert ist. Wenn dagegen g (x) und g' (x) einen gemeinsamen Teiler be- 
sitzen, so muB das Verfahren auf diesen gemeinsamen Teiler fiihren. Denu 
ein gemeinsamer Teiler von g (x) und g' (rr) muB nach der Gleiohung 

8 («) = <?i §' i^) — h 

auch ein Teiler von 7*j und daher nach der Gleichung 

g' ix) 

auch ein Teiler von sein u. s. w. von . Nun muB man schlieBlich 

auf ein stoBen, das ein Teiler des vorhergehenden ist. Dieses ;v 
ist dann der groBte gemeinsame Teiler von g (x) und g' (ir). Es worde hier 
vorausgesetzt, daB g [x) und g' {x) keinen gemeinsamen Teiler besitzeii. 
Die Reihe der Funktionen 


g (x), g' (x), ri, 7*2, . . . /V 


gibt nun AufschluB liber die Anzahl der reellen Wurzeln. Zunachst be- 
merke man, dafi von x unabhSngig ist und also fiir alle Werte von x ein 
und dasselbe Vorzeichen behalt. Die anderen Glieder der Reihe konnen, 
wenn man x sich kontinuierlich andernl^t, ihr Vorzeichen andern, indem 
sie durch Null hindurchgehen. Wenn nun eine der Funktionen g' (r), 
7*1, 7*2, . . 7V — 1 verschwindet, so haben die beiden benachbarten Glieder 
notwendigerweise entgegengesetzte Vorzeichen. Denn es ist z, B, fiir 
g' (x) = 0 

g (5:) = — Tj 

Oder fur = 0 




IL S. W. 


Daher kann die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser Reihe sich nur 
da durch kndern, daB g (x) verschwindet. Denn beim Verschwinden einer 
der Glieder g' (x)^ 7 * 1 , rg, . . . ry^i haben jedesmal die benachbarten GrdUen 
entgegengesetztes Zeichen, und es enthalten daher die drei Glieder, das 
verschwindende und die beiden benachbarten, vor dem Verschwinden wie 
nach dem Verschwinden notwendig einen und nur einen Zeichenwechsel, 
gleichgtiltig, oh das verschwindende Glied vom Positiven zum Negativen 
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Oder vom Negativen zum Positiven ubergeht. Verscbwindet dagegeii 
if (j'*), so andert sich die AnzaM der Zeichenwechsel jedesmal um einc 
Kinheit, und zwar vermindert sie sicli, wenn x waohst. Denn g (a:) und 
g' {x) kdnnen nicbt gleichzeitig verschwinden. Sonst muCten ja an der- 
selben Stelle auch verschwinden, was ausgeschlossen ist, wenn 

kein gemeinsamer Teiler vorlianden isL Ist nun g' (x) positiv, so w^chst 
g (oj) mil wachsendem a:, geht also beim Verschwinden vom Negativen 
zuxn Positiven iiber. 1st g' (a:) dagegen negativ, so nimmt g (a?) mit wachsen- 
dein X ab, geht also beim Verschwinden vom Positiven zum Negativen 
iiber. In beiden Fallen vermindert sich mit wachsendem x die Anzahl der 
Zeichenwechsel um eine Einheit. Um dahor zu erfahren, wie viel reelle 
Wurzeln zwischen zwei GroBen a und b licgen, hat man nur nolig, die 
Zeichenwechsel zu z^hlen, welche die Reihe fiir a; = a und fur .r == b ent- 
hdlt. Die Differenz ist gleich der Anzahl der reellen Wurzeln zwischen 
a und LaBt man a weil nach — oo und b weit nach 4 x> riioken, so 
uberwiegen in alien ganzen Funktionen die Glieder, welche die hoohste 
Potenz von x enthalten. Die Koeffizienten der hdchsten Potenzen von x 
bestimmen daher die Anzahl der stoitlichcn reellen Wurzeln der Gloichung*. 

Die Rechnung braucht offenbar nur so weit durchgefuhrt zu werden, 
daB man die Vorzeichen der Funktionen mit Sicherheit bestimmen kann. 
Nur wenn eine der Funktionen sehr klein wurde, konnte dies eine aus- 
fiihrliohere Rechnung verlangen. Diese ware aber auch nur dann n6tig, 
wenn die beiden benachbarten das gleicbe Zeichen batten; denn im andern 
Falle ist ja das Vorzeichen des betreffenden Gliedes fur die Anzahl der 
Zeichenwechsel gleichgiiltig. 

Es mdge die auf S. 82 angegebeno Gleichung 

5.47 -- 3,38 2.57 -I 10.11 .r® — 6.23 a; 

-h 5,43 - 0 

untersucht werden. 

g' (x) -= 27.4 13.5 I 7.71 a;- 20.22 a; -- 6.23 

5.47, —3,38, -f 2.57, + 10.11, -6.23, -1 5.43 

2.69 — 1.54 — 4.03 f 1.24 
— 0,69 ’+ I.OFI- 6.08 —4.99 

--0.34 H 0.19 +0.51 —0.16 
+^69 -|-*~6.27 — X 48 + 5.27 

Auf dem Rechenschieber sind zunachst 5.47 und 27.4 eiiiander 
gegenuborgestellt. Dann stehen sich bei derselben Stellung dos Schiebers 
gegeniiber 2.69 und 13.5, 1.54 und 7.71, 4.03 und 20.22, 1.24 und 6.23. 
Die Zahlen 2.69, 1.54, 4.03, 1.24 werden dann mit dem richtigeii Zeichen 
unter die betreffenden Koeffizienten von g {x) gesetzt und zu ihnen hinzu- 

Run^e, Praxis der Gloiohungen, U 
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gefiigt. Dann stellt man ebenso auf dem Rechenschieber 0.69 und 21 A 
einander gegenuber u. s. w. So ergibt sieb 

/•j = — 0.69 rr® — 6.27 + 4.48 x — 5.27. 

Dieselbe Rechnung wird nun mit g' {x) und fortgesetzt. 

;.^==,_0.69 — 6.27 + 4.48— 5.27 

g' = 27.4 — 13.5 7.71 -|- 20.22 — 6.23 

— 249 + 178 — 209 

— 262 + 186 — 189 

+ 2380 — 1700 + 2000 

2566 — 1889 1994 

(_ 257 . 2 ;^ + 189 a: — 199) 10 

In diesem Falle braucht man nicht weiter zu recbnen. Denn man 
erkennt sogleicb, dafi die Gleichung zweiten Grades: 

^2 = 0 

keine reellen Wurzeln besitzt, und daC mithin fur alle reellen Werte 
von X dasselbe Zeichon besitzt. Daher braucht man nur die Zeichen- 
weohsel in der Reihe 

8 i^) g' {^) ^ '3 

zu betraohten, um die Anzahl der reellen Wurzeln von g (x) zu erfahren. 
Denn verschwindet nicht, und beim Verschwinden von g' (.r) und 
^ndert sich die Anzahl der Zeichenwechsel nicht. 

Fur X = — CO erhSlt man die Vorzeichen: 

_l (2 Zeichenwechsel), 

fur .T = -h oc : 

4- ^ (1 Zeichenwechsel). 

Die Gleichung besitzt daher eine und nur eine reelle Wurzel. 

Fur a; = 0 erhalt man die Vorzeichen 

4 - (1 Zeichenwechsel). 

Die Wurzel ist mithin negativ, 

Als zweites Beispiel moge die oben S. 93 aufgestellte Gleichung 
7x^ ~ 5.47 a;® + 3.33 a;® + 1-72 rr — 0.15 = 0 
behandelt warden. 

■•j Es sind nur etwa die ersten zwei Stellen dor Koeffizienten richtig, was 
fiir die folgenden Schliisse ausreicht. 
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g' (.r): 35 0 —16.4 + 6.66 + 1.72 

7 0 — 5.47 + 3.33 + 1.72 - - 0.15 

+ 3.28 —1.33 —0.34 

— 2.19 + 2.00 + 1.38 —0.15 

+ h 2.19 — 2.00 rc® — 1.38 a; + 0.15 

35 0 —16.4 + 6.66 + 1.72 

+ 32.0 + 22.1 — 2.40 

32.0 + 5.7 + '2.'^ 

- 1 - 29.2 )- 20.15 — 2.19 

“3479“ +“227i +~0'47 

=• — 34.9 a;® — 22.4 x — 0.47 
2.19 —2.00 —1.38 ^ 0.15 

— 1.41 —0.03 

— 3741 — 1.41 

-!- 2.19 -I- 0.05 
■+0.78 I 0.20 
/■g =.. —0.78 a;- -0.20 

— .34.9, —22.4, —0.47 
+ 8.9 
■“'-13.5 

1 3.46 
1 2.99 ■ 

/•, = — 2.99. 

Fiir X — — 00 erhalten g (x), g' {x), rj, /■,, die Vorzeichen: 

— -I .|. - - (4 Zeichenwechsol), 

[Qr .'»• =. 0: 

- - -I- 1 (2 Zcichenwechsel ), 

i'iir .)• — 00 : 

|- -4- -I- - — - (1 Zcichenwechsel). 

Es gihl also drei reelle Wurzeln, von denen zwci negativ und cine 
pusiLiv Hind. 

Endlich werde die auf S. 149 aufgestcllte Gleichung bchandelt. 
g{x)^ 3.22 ;««+ 4.12 a;* 1 3.11 a;® — 7.25 a;® |- 1.88 - 7.84 = 0 
g'(x) = 19.32 a4> + 46.48 + 9.33 a;® — 14.5 .r I 1.88 


3.22 + 0 + 4.12 

-h 3.11 

- - 7.25 

(■ 1.88 

— 7.84 

— 2.74 

— 1.56 

1- 2.42 

-- 0.31 


1 - "Os” 

'+T.1b 

---TsiT 

T'i757 ' 

^7.84' 


--- — 1.38 a;* - • 1.55 + 4.83 a;® - - 1.57 x + 7.84 
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+ 19.32 0 + 16.48 + 9.33 ~ 14.5 + 1.88 

— 21.6 + 67.5 — 21.9 + 109.8 

- ~ 21.6 + 84,0 —12.6 + 

+ 24.2 —75.7 + 24.6 —122.8 

TW —88 '^120’^ — 121 

= — 108 -h 88 — 120 x + 121 

— 1.38 —1.55 4 4.83 —1.57 4- 7.8^^ 

— 1.12 +1.53 —1.54 
-- 2.67 4 6.36 — S'll 
" —2.17 +2.96 —3.00 

+ 4.19 0.15““-r4^84~ 

73- ^ 4.19 0.15 a: — 4.84. 

Da die Gleichung rg = 0, wie man unmitteibar siebt, keine reellen 
Wurzeki hat, so hat fiir alle reellen Werte von x immer dasselbe Vor- 
zeichen. Man. hat deshalb nicht ndtig, weiter zu rechnen. 

Fiir O' = — 00, a: = 0, und a? = + 00 ergeben sicli in der Reihe 
V s' (^)i Vorzeiclien: 

X. ~ — a : — - -f (3 Zeichenwechsel) 

X =- 0 ~l + j — (2 Zeichenwechsel) 

;i; =. + oc : + -j (1 Zeichenwechsel) 

Es gibt also zwei reelle Wiirzeln, von denen die eine positiv, die 
andere negativ ist. 

Die Rechnung ist so schnell ausgefiihrt, daB, wenn es sich nur um 
die Berechnung der reellen Wurzeln handelt, es sich wohl lohnen kann, 
auf diese Weise die Anzahl der reellen Wurzeln und vielleicht noch die 
Anzahl der positiven und negativen festzustellen, ehe man zur Berechnung 
selbst sohreitet. Man spart dadurch Miihe beim Aufsuohen der ersten 
Naherungeii. Denn wenn man z. B. in diesem Falle schon weiB, daB nur 
eine positive und eine negative Wurzel existiert, so braucht man nicht 
nach weiteren zu suchen. Man erkennt aus dem Vorzeichen von g (x) 
wehr schnell, daB die positive Wurzel zwischen 0 und + 2 nicht weit von 
+ 1 entfernt liegt und daB die negative Wurzel zwischen — 1 und — 2 
liegt. Nach dem Verfahren von Newton findet man dann alsbald genauere 
Werte. Allerdings wenn auch die komplexen Wurzeln berechnet werdeu 
sollen, so iohnt es sich nicht, vorher die Anzahl der reellen Wurzeln fest- 
zustellen, weil sie sich im Verlaufe der Rechnung nach dem im vorigen 
Kapitel beschriebenen Verfahren schon herausstellen. 

Auch liber die Lage der komplexen Wurzeln kann man in Hhnlicher 
Weise allgemeinen AufschluB erhalten. Um'dies zu erkl&ren, muB etwas 
weiter ausgeholt warden. Ist / {x) eine Funktion eines komplexen Argu- 
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mentes x u + /, die sich iin Itmern und auf dem Raiide eines Gobieles 

der komplexen Ebene regular verhalt, so ist nach Cauchy die Zahl der 
Nallpunkto der Funktion in dem Gebiete gleich dem Integral: 

2 7trj j (x) ‘ ' 

wobei das Integral uber den Rand des Gebietes zu erstrecken ist. Der 
Rand ist bei der Integration in solchem Sinne zu durchlaufen, daB das 
Innere des Gebietes zur Linken liegt, wenn die positiven ijnaginhren Koor- 
dinaten auf der linken Seite der positiven Richtungen der reellen Koor- 
dinaten angenommen werden. 

Setzt man nnn 

\vu () don absolulen Belrag, (f> das Argument von / {.r) b(‘d(*iitet, so ist: 
r ix) dx \ 1 

— . --^(Mlog/ (a;)) = d (iogp) + f/9'- 

Bei der Integration urn den ganzen Rand des Gebietes niinmt log q 
wied(T denselben Wert an. Dahor wird der Wert des Integrals gleich 


In Wurten ausgedruckt lieiBt das also: Sovielmal als das Argument 
von / (x) urn 360 Grad zunimmt, so viol Wurzeln der Gleichnng 

/ (-r) - 0 

Uegen in dem betrachteton Gobiet. Zerlegt man / {x) in suinen reellen nnd 
imaginSren Teil 

/ (.r) =--- U 4- 

so ist 

U Q 00 ^ (p V sin <p. 

Folglioh kann man an den Vorzeichen von U und V erkennen^ in 
wolchem Quadranten das Argument (p liegt und mithin auch verfolgen, 
wievielmal das Argument iixi ganzen um 360® zunimmt- Dies kann z. B. 
in tolgender Weise geschehen. Da cos (p der Differontialquofcient von 
sin <p ist, so wird V mit wachsendem (p wachson, wenn U positiv ist, und 
ubnehmen, wenn U negativ ist- Beim Verschwinden von V wird mithin 
die Kombinabion der Vorzeichen von V und U mit wachsendem (p einen 
Zeichenweohsel verlieren, mit abnehmendem q> dagegen einen Zeichen- 
wechsel gewinnen. Wenn daher beim Durchlaufen des Randes die Funk- 
tion V p-mal ihr Zeioben so wechselt, daB F, U einen Zeichenwechsel. 
verliert, und g-mal so, daB F, U einen Zeichenwechsel gewinnt, so geht 
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das Argument p-mal im wachsenden Sinne durch 0° odor 180“ und (/-lual 
ijn abnehmenden Sinne. Die GesamtSuderung des Argumentes ist daher 
(p ^)-mal 180“. Daraus folgt, daB die Zabl der Wurzeln dcr Gleiobung 

/ (a;) = 0 

in dem betrachteten Gebiete gleich ^ (p — q) ist. 

In diesem Lcbrsatz kann man auch V mit V und U mit — ! vei'- 
tauschen, da i f (x) — — V + U i dieselben Nullstellen hat wie / (z). 
Es sei nun / (j:) eine ganze rationale Funktion von x vom /iten Grade. 

/ (x) = Uo a;" + di -1- • • H- d- a,r 

Schreibt man / (a;) in der Form 

/ {x) = a;" (ao + % ■+ * * * "! ^ ^ 

so erkennt man, dafi fiir Werte von x von groBem absoluten Betrage das 
Argument von j {x) sebr wenig von dem Argument von abweicht. 
Die Inderung des Argumentes von / (x) wird daber selir nahe gleicli der 
Anderung des Argumentes von x^. Es folgt daraus, daB fiir oin den 
Nullpunkt umschlieBendes Gebiet, auf dessen Rande der absolute Be- 
trag von x hinreiohend groB ist, die Anzahl der Wurzeln gleich der Ande^ 
rung des Argumentes von ic” dividiert durch 2 Tty also gleich n sein muB. 

Wenn das Gebiet auf der einen Seite von einer Geraden, auf dor 
anderen Seite von einem Kreisbogen begrenzt wird, der mit einem 
sehr groBen Radius um den Nullpunkt beschrieben ist und zwei 
Punkte der Geraden verbindet, so ist die Anderung des Argu- 
mentes auf dem Kreisbogen fiir einen hinreichend groBen Radius beliebig 
wenig von utc verschieden. L&Bt man den Radius unendlich warden, 
so erMlt man also den Satz, daB die Zahl der auf der einen Seite der Ge- 
raden liegenden Wurzeln gleich tt plus der durch 2Tt dividierten Anderung 

des Argumentes von / (a?) Itogs der betrachteten Gei'aden isU Die bc- 
treffende Seite der Geraden ist die zu dem Sinne, in dem man sie durch- 
lauft, positive. Oder, wenn f (x) = V V z, so ist die Zahl der Wurzeln, 

auf dieser Seite gleich - + — wo p die Anzahl der Male angibi, 

daB V sein Zeichen beim Durchlaufen der Geraden wechselt, w^hrond 
F, U einen Zeichenwechsel verliert, und q die Anzahl der Male, daB V 
sein Zeichen wechselt, w^hrend F, U einen Zeichenwechsel gewinnt. — 
Die Zahl p — q findet man durch das Verfahren des groBten gemein- 
samen Tellers ahnlich wie beim Sturmsohen Satz. Man setzt auf der 
Geraden x ==^ a + b wo a und b zwei im allgemeineu komplexe Zahlen 
sind und t von minus unendlich bis plus unendlich lauft. Die Funktionen 
U und V werden dann ganze rationale Funktionen von t Im allgemeinen 
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werdoji U uud V voii gleichem Grade seiu; daiiii kaiui man das Verfahreii 
dutch Division von V durch U beginnen oder auch durch Division von U 
durch — V. Wenn dagegen eiiie von ihnen von hoherem Grade ist, so hat 
man nur eino Mogliohkeit. Man bildet nun dio Kett(' von Gleichungen, 
z. B.: 

r - U - -i\ 

U -- ?\ - - n 

etc. 


Wonn f'a sein Zeichen laags der Geraden riicht andert, so kann in der 

Reiho 

^7 f'v ^^27 - • U 

die Anzahl der Zwischenwechsel sich nur andern, wenn V verschwindet, 
denn beim Verschwinden von kann die Anzahl der 

ZeichenwjBchsel sich nicht andern, weil infolge dor Kette von Gleichungen 
jedesmal die beidon benachbarten Glieder eines verschwindenden Gliedes 
entgegengesotztes Zeichen haben. Verschwindet nun V, so wird, je nach- 
dem r, U einon Zoichenwechsel verliert oder gewinnt, auch die Reihe 


F, * • .> f'a 

eiuen Zeichen wechs(jl verlieren odor gowiiinen. Folglich isl p-—q der 
Unterschied in der Anzahl dor Zoichenwechsel der Reihe fiir i == — oo 
vermindert um die Anzahl fur i ===■ -k oo. Das Analoge gilt, wenn i/, — T 
an die Stolle von F, U geselzt wird. Bcsoiiders einfach wird das Ver- 
fahren fiir den Fall reellor Ivocffizienten von / (a;), wenn os auf irgendeino 
Senkrechte zur reellen Achse angowondet wird. Man solzl x - a -j / 1 \ 
wo a eine reolle Zahl ist. Da nun 

f(x)^f(a) \ r{a)ti. 1 ^ 


so wird U nur gorado Potenzen von t entlialten und V nur uiigerado. 
Dadurcli wird das Teilervorfahren woscntlich abgekiirzt. 

Boispici : 

/ (:r) - 7 - 5.47 0.;-i3 .r'^ -1 1.72 - ■ 0.15 

/ (.r) U i r / X - 1 i 

Li - ■ -;i.33f2. .0.15 
V -I- 7/B -I 5.17 H 1.72/ 

t- 7 -I 5.74 -I 1.72 
- - 0.32 

d- 5:^15 

- • 0.23 
-1- 1.40 
Ti 1.49 / 

■- ! 0.15 
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Fiir t = — 00 hat die Reihc V, V, die Zeichen; 
H -f- (i Zeichenwechsel), 

fur t — 00 ; 

-j (_ (2 Zeichenwechsel). 

Es ist hia’ also p — q — — 1 und mithin 



Folglich gibt es zwei und nicht mehr als zwei Wurzeln der Gleichung, 
deren reeller Teil negativ ist. Oben S. 95 fanden wir, daB die Gleichung 
zwei negative Wurzeln und eine positive Wurzel hat. Folglich haben die 
beiden komplexen Wurzeln einen positiven reellen Teil. 

Setzt man j: = 1 + / ?, so hat man zunSchst nach Potenzen von t i 
zu entwickeln. 

7 0 — 5.47 f 3.33 + 1.72 —0.15 

7+7 f 1.53 + 4.86 6.58 

7 + 1.53 “+ 4.86 + 6.58 + 6.43 

7 + 14 4- 15.53 -I- 20.39 

“14“+ 15.53 +'20.39 +26.^ 

+ 7+21 +36.53 

+ 21 +36.53" ■ + 56.92 
+ 7+28 
+ 28 + 64.53 

+_1 

+ 35 

/ (a:) = 7 » ti + 35 — 64.53 i — 56.92 P + 26.97 1 1 + 6.43 

U --= 35 t* — 56.92 ^ + 6.43 
F = 7 /« — 64.53 4- 26.97 t 

7 —64.53 + 26.97 
+ 11.38 — 1.29 
'—53.15 + 25.68 
/•i == 53.15 i* — 25.68 t 
35 —56.92 + 6.43 
+ 16.9 

~40.0 +6.43 

= -i- 40.0f*— 6.43 
53.15 —25.68 
+ 8.55 

-'-Itjui 

rs - -4 17.13 f 
4 - 6.43. 


r, 
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Fiir L = — ^ CO nimmt die Reihe 1\ L\ /’o, /‘a, 7*4 die Vorzeichen an: 
1 [ 1 _ (5 Zeichenwechsel), 

fur ^ + 00 : 

+ + '1- ‘I- -1- + (kein Zeichenwechsel). 

n p -Q 

Es gibL also fiinf Wurzeln, deren reeller Tail algebraisch kleiner 
ist als 1, und mithin keine Wurzel, deren reeller Teil grofier ist als 1. Der 
reelleTeil der beiden komplexen Wurzeln liegt also zwischen 0 und 1, und 
in demselben Intervall liegt aucb die positive Wurzel. 

2. Beispiel: 

/ (a:) = 21 -- 53 |- 65 # + 312 a;® — 74 

a; = L t 

U = —312 — 74 

V = 21 + 531’’ + 65 it® 

21 0 0 -1- 53 + 65 

— 4.98 

— iLm 

+ 1.1^ 

4- Lis' 

— 0.28 
52.7 

— 12.5 
52.5 

— 12.5 

— 12.5 

+ 196 

= -- 2.96 / 

/•2 =-- H 74 

Die Reihe 1’, U, i\, r.^ nimmt die Vorzeichen an; 

fur - oo: 1 (1 Zeichenwechsel), 

fin* i -- I cc'-. -| 1- (2 Zeichenwechsel). 



Es gibt also 6 Wurzeln, deren reeller Teil negativ ist; und folglich 
gibt es 7 Wurzeln, deren reeller Teil positiv ist. Wir fanden oben S. 99, 
daC die Gleichung iiur eine positive Wurzel hat. Mithin gibt es drei Paare 
komplexer Wurzeln mit positivem reellen Teil. 

Ranifp, Pnms (]pr Gloicliung’pw. 


12 
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Was die negativen Wurzeln betrifft, so erkannten wir schon obeii 
S. 99, daB nicht jnehr als vier existieren konnen. Ilirc genaue Anzalil 
ermittelt man duroh Anwendung des Sturmschen Verfahrens auf / {x) 
und f (x), Man braucht indessen nur die ersten Schritte auszufuhreii. 

f {X) = 273 — 371 + 325 + 624 :r 

21 — 53.a'’ ■+ 65 + 312 — 74 

+ 28.5 —25.0 — 48.0 

— 24.5 + 40 + 264 

r, = 4 - 24.5 .r" — 40 x^ — 264 .r^ + 74. 

bat in dem Intervall — oo bis — 1 nur negative Werte. Denii 
24.5 — 40 + 74 hat seineii algebraisch gi'oSten Wert fiir diese Werte 
von wenn 171.5 — 200 == 0 ist, d. h. etwa bei x^ — 1.17. Der 
algebraisch groBte Wert von 24.5 — 40 +74 ist daber nicht groBer 

als etwa + 91, wird also von — 264 x^ in dem ganzen Intervall a? = — oo 
bis — 1 aufgewogen. Man kann daber die Anzabl der negativen Wurzeln 
der Gleicbung / (a;) = 0, soweit sie in dem Intervall a; = — oo bis — 1 
iiegen, durcb das Verbalten der Vorzeichen von f (x), f (rr), 7\ bostimmen. 

cc. — CO : 1 (2 Zeichenwecbsel), 

jc ~ — 1 : + H (1 Zeichenwecbsel). 

Zwiscben diesen Grenzen liegt daber eine und nur eine negative 
Wurzel. In dem Intervall — 1 bis 0 bat f [x) nur negative Werte. Denn 
bier iiberwiegt — 371 afi iiber 273 und zugleicb 624 a" uber 325 Dio 
Funktion / (a?) kann daber von x = — 1 bis x = 0 nur abnehmen, und. 
da sie ihr Zeioben wechselt, so bat sie in diesem Intervall eine und nur 
eine negative Wurzel. Im ganzen bat die Gleicbung also zwei negative 
und eine positive Wurzel, ferner zwei Paare konjugierter Wurzeln mil 
negativem reellen Teil und drei Paare konjugierter Wurzeln mil. 
positivem reellen Teil. 
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